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ПРЕДИ СЛОВЕЕ. 


Предлагаемая вниманНо математиковъ работа есть 
результать изодбдовашй автора, предпринятыхь уже 
нЪеколько лёть тому назадъ. Первоначальное заглав!е 
статьи, помфщенной нами въ ХТУ, ХУ и ХУ] томахь 
Математическаго Сборника — „Алгебра плоскости и 
пространства“ мы сочли необходинниь дополнить вто- 
рымь загламемь „Иечислене положеня“. 

Подъ послфднимъ заглаемъ ‘налечатана первона- 
Чально одна четвертая ‘глава, но оно гъ одинаковой 
мфрф относится и ко всей нашей работВ: первое за- 
главе характерязуеть мотодь, а второе еодержане 
работы. Начиная печатае работы мы тольхо предпо- 
лагали возможиыми приложоня ея къ „Геометрия По- 
ложеня“; результаты, полученные нами, дали памт, 
возможность выразить въ простыхъ формулахь выводы 
высшей геометрии; формулы эти легко переводятся въ 
формулы „Аналитической Геометрия“, какъ при Декар- 
товой систем, тавъ и при систем одноролвыхь ко- 
орлиналь. 

Съ другой стороны, выясвившееся значене двухь 
частныхь видовъ умножешя — геометрическато и до- 
полнительнаго: перваго въ вопросахь Геометрии По- 
доженя, & втораго въ вопросахь Геометри ры, 
заставило насъ признать порвенетвующее значене за 
первымъ умноженемь, ибо соотношеншя мфры могуть 
быть разенатриваемы, какъ слёдотия условй ноложе- 
ви, что соотвфтотвуеть также вполн» зависимости 
разсматриваемыхь нами двухь видовъ умноженя. 


— и — 


1) ивтересные выводы при установлен основеыхь 
понячй и уравневй статаки, 

2) обиий премъ дия изолфдовамя вопросовъ „Гео“ 
метри треугольника“, 

8) объединен методовь Барицентрическато Ивчи- 
слешя Мебтуса и Теори Эквинолленць Реллавитиеа. 

4) пробхое изложене Теори Детермянантовъ, 

5} впособъ изображешя на плоскости мнимых эле- 
мСНтОвЪ Въ теомегри, совпадающей одновременно съ 
способами Шхаулта и Лагерра. 

ЕКрожв того мы позволяемъь веб предварительно 
обратить ваимамо читателя на зависимость между урав- 
немнии числоваго характера и уравношями векторными 
и на ихь взаимный персходь изъ однихь въ друмя, & 
акже ца пореходы оть выражен, опрелфлающихь 
собою положено точекь въ пространств, къ подоб- 
нымь же выращетяюь между лишями, площадяии и 
объемами, ини опрохфляемыми. 

Считавиь необходинымь увазать, это, исполняя на“ 
стоящую работу, им руководотвовалиеь убёжденами: 
1) что обобщеня понай объ операщаяхь должно ить 
вообще наиболзе важное примфневше въ математик, 
2) что т изъ операшй математики, хоторня инёютъ 
простВйдлие конкретные представители должны имёть 
важефйтее зналеше, кавъ теоретическое таке и при- 
Бзадтое, 

Съ этой точки зрфыя на предлагаемую сталью може“ 
но емотрфчь какъ на первую попытку, которая можеть 
быть распространена и иа друмя операщи математакя. 

Работа наша, была выявана и обязана евоиыь у- 
ществовашент преинуществекио труламъ Германа Грае- 
смана; если она послужить хотя въ нЪкоторой м?р% 
распроетраненио идей этого знаменитаго, мо мало 
оцфненваго до вихъ пор, мыслителя, то мы сочтемь 
себя виолнВ удовлетворенными. . 


А. Боусловеки. 
оль 1891 года. 
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АЛГЕБРА ПЛОСКОСТИ И ПРОСТРАНСТВА, 


А И. Богуславекаго, 


Ив УУаЛтие 8 156 оч (р, 16 СОНИ зале Ка 
вризае Чег ЗУМиноН, Чо ремоке зпей ни 
СОМ зе, за вру ол Ход кров уотбовевсь, 
ве об БозфеВоп, тел «цен 43 Создай, [и о монмев 
зензисЬе Меняейол в10 ЗЧе1ави, Та З4щаЪ пог", 

(И. Ставелии, Ге Анзйелюнрайейто ВенГи 1802. 8.Х). 


ВВЕДЕНЕЕ, 


Ером$ положительных» л отрицательных» чиседь 1$ алгебрь 
разематривалотся составния или комидексныя числа, часто 
неправильно назызаемыя мвимыми велачвнами. Что касается 
положительныхь и отрицательныхь чнеель, то она имБють 
для себя хонкретныхь представителей зв® ведячинахь, спо- 
собныхь изображаться отрёзкеми прямой лавш, откдадывае- 
мыми оть иёкоторой точки ея вправо п вхФво; при этомъ 
злгебра не дфлаеть различя между операшями надъ поло- 
жотельяыми и отрицательными числами, принимая 6$ этою 
цфлию вмфето опредфленй аряеметаческахь дфйствЙ новыя 
обобщенных опредзленя. Что же касается составныхь чи- 
сел, то, хотя н указано уже давно, что ихь конкретными 
представителями служать тая величины, которыя могут 
язображаться пряными, составляющими ифкоторый угозь ев 
направлен емь, по которому отилахываютея положительныя 
величины, но триъ пе менЁе адтебра до сихъ поръ должна 


дёлать существенное различе между операцими надь дЪй- 
1 
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отаительимй п унимыми велачанами. Послёднее обехоя- 
тельство завведть отф того, что алгебра до слхь порь не 
обратила внинавя на измфнене опрехвлен!й свонхъ дЪйетьй 
зъ завиопмости отъ взедешя въ нее воставныхь чиселв. 

Въ настоящей работ, имя, межлу прочимъ, зЪъ виду вос- 
полнить этоть пробфжь мы раепространяиъ повямя объ 
основныхЪ адгебравчеекихь дЪйствяхь, воперзыхь, на в6- 
личины, нзображаюлияся отрёзками, яимфющими опредфленную 
длину п направлене въ проегранетв® ` (таковы: силы, ско- 
роети, ускорезя ть механия); зозторыхь, хё величины, 
зависаиии отъ изкотораго чиоловаго коэффищента и пошо- 
женя нфкоторой точил въ пространств (таковы маесы, 
отнесенных вт точиВ въ механик»). 

Долфе, мы укамемъ на дел частные вида умпожени, 235 
которыхь одно даеть памъ возможность пе дать никакого 
разинчя по существу при извлечении корня четной степени, 
какь изъ положнтельнаго, тань и изз отридательнаго коли- 
чества. Нахонець, получить, какъ результаты оперорй надь 
только что указанными велачинами, копия величины, ми раз- 
смотрямь основныя операщи надь этния плоелфиними. По 
м%рЪ надобновти мы будемв приводить просефйние ‘примёры 
пренмущественно изъ геометрии и механийи, которые могая 
бы укозывать лавь па значене разоматриваенихь величины 
я операщй надь ними. 

Тлавы®йиИл изъ извЪелныхь намъ работ, которыя отно- 
сятея въ разсмагриваемыиь нами попроеамъ, располагаются 
въ хронолотичеекомь' поряхнв тавь: 

1. Атдана. Езвы зиг ипе мимыёге Че гергёзелег 103 уиал- 
БЕ пвастимтея Чацз }е8 . сопабгисбоня вболабыЧчиея. А. Ра- 
113. М. 2606. УТ, (Зап8. пом Фаиеиг). 1874. (гблиртие). 

2. А. Е Мои. Рек рагусепиесре Омсаь еш цецев 
Нашзнние] пт апзНЫзонев Воевал щие бег беотейче. Ге 
2. 1827. 

3; 9. Метег. Уоц ает Кейханииов-Зейчтегриле.. ебелег 
Сиууеп.. СтеПе’з Тошгва]. В. ХХТ. (Аизлце виз -ешег ал 6 
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Ар 1838 м 4сг Акафепю 4ог УИззензенайет 2а Века 
зераНепев Уотевина). 

4. Н. @таззтани. Бе Нпеае Апзаерпипаченте, ей. пепег 
Яма @ег Мафетайх ТЪепуйе. 1844. 

5. Н. Стазулани. беотейчвеве Апаузе, секойрй ап @е 
уор Теймих сгйш@епе веотенчвефе СвагаефемяНк, т ешег 
еПегиаев АЪКапёиис топ’ А. Г. Мортаз,. Тедуио. 1847. 

6. С. ВеЙаойв. брозтове @е\ шее деПе’ вашроПелие, 
Модепа. 1854. 

7. Н. бтазатани. Ге Апзасниииечелге уоПз лба вий 3 
Этеласг Рома ТезфенеЕ. Веги. 1882. 

8. Н. Нан]. Тьвоме аег соар1ехев Хамепзувете. Гейр- 
238, 1867, у 
‚ 9. Ное. Тибоме @@тетемге без Опавыйев солар!ехез. 
{Спаблете рагбе; АррИсаНо0з сболбечиев 4е 1а И боме 
Чез Опабогтоня. Рама 1844). 

10. 7. беШеуе. Зущеш ог сказниоли’еНев Аизаенициея- 
1ерхе. Бери. ТТ. 1879, Ц ТЬ. 1875. 

11. ЕН. атавятейн. [ле Апядениитоевее уой 1844. Т)- 
24. 1878. 

12. Г. №ощив. От солирехав 6818 зпубибиние 1 воотевета, 
Небе отв. 1884. 

18 В, П Ермакова. Теорйа векторовь ла пзоскоети. Келт. 
1887 . . 

14. Таба. Табоме её аррИсаН отв @ез ЕчатроЛенсея: Ра- 
8. 1887. 

ЕромВ указанныхь выше работь Грасмана ‘слёдуеть ука- 
заль на ряхь стилей его въ журнал Крелля за 1946—1856 года. 

Унажемъ яъ общахь чертахь содержаше церочиеленныхь 
работе постольку, ’ лоекольку это’ относится ‘къ нашей ра- 
бот, а также взаимную связь изкоторихь язъ нихт. . 

„Арне, какъ извфотно ‘один изъ первыхь *)‘в5 указай- 
номъ выше трудЪ, установаль поняме о звекторахь, или, 


*) ДГ Отозез. Варротв зиг [ев ргорхёз с 18 бфошейЯе Рах 1870 р. 61. 
1“ 
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квюБ. опъ ихь назвать о линихь съ направленемь (14065 ей 
ЯтесНой, оф Иуиез ФйЧуеез), какъ предетазителяхь мнамыхъ 
зеличинъ. Опредъливь поняе о сложен! векторовъ, а также 
поняне объ умножеши векторовъ ст одинаковой абсолютной 
длиной и возведеви изъ въ степень, онъ двлаеть, цхый радь 
прихожей раземотрнлыхь имъ операций въ вызоду раз- 
личнихь тригонометраческихь еоотнолен, а тавже дасть 
разложене логариема въ строки. 

А, Моб въ своемь @ег фасолеизсне О\еы, исходя 
изъ соотношеый межху отр%аками параллельныхь прямыхъ, 
выходищихь изъ нфеколькихь матерольнихь точекь и ихь 
общаго центра тяжести в отраняченныхь съ другой стороны 
прямой или плослостью, устонавливаеть рядь соотиотенй 
между величинами въ проетранста®, опредбляемыми пололе- 
земъ ифехолькихь данныхь зочекь. Дадёе овъ уотонавии- 
заеть особую еиётёму аналитической гоометрт, разематри-` 
зая иоложене каждой точки иространства, вань функцию по- 
ложешя четнрехь основныхь матеральныхь точень съ 60- 
отвбуетвующими массами. Нъ сожадёню, щехая достичь 
сокращены числа параметровъ, входящихь въ урёвненя его 
теометри, Мебуеъ, олёдуя, очевидно, примЪру Декарта, 
позти везде сдналь ихъ неоднородными, что совершенно 
проживорё чить однородности воличить входящихь 5 его 
уравнены. ТЁнъ не менфе ег фаневнбивсне Озжеш дало 
цфный рядъ совершенно новыхъ, для того времени, теоремъ 
о холическихь офчешяхь и поверхностяяь вторало поряд- 
38 ®), а тавже установило основы колнинеарнаго соотьт- 
стйя вообще и въ частности основы подоб1я и сходетва 
(АТиНАЕ) пространетвенныхь формъ. 

Я. Шиейнерь въ указанной выше статьё, устанавливая 
теомегрическое опредфлеше центра тажести нфоколькихь 
уатеральныхь точень иши, хакъ онъ называеть его яяаче, 
зточии средняьо фааотолнёл, занинается ивыскашемт точки 


*| 22 Славе. ДаррогЕ вит [68 рговтёз бе 1% бботёне, Раф 1870. 
ро ат, 66. 
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зоеменыииить нвадритовь разстоний, а тазже изолВхованемь 
свойствъ освован перпендикуларовь, опущенныхь изъ’ я%- 
которой точки плоскости на стороны миогоугольника (и85- 
рутеен-Тзесйет), п на васательныя къ кривой лиш (Ёи83- 
итавт-Сигиет); и наконець опредфляезть положен! центра 
тажести кривизны иривой, т, е. чакой зочкы, которая будеть 
центромъ тяжести маесивной кривой, вели мы раздВлимь ве 
на безконечно малые элементы и мысленно нагрузимь въ 
точкахь дзленя массами, обратно пропорщонаньными с00з- 
эествующимь радусамь кризизны кривой, 

Г. Гравмань въ Че Ипеме Апзбевииияенго, ‘'равематря- 
вая образовае протяженныхь зеличинь различнихь поряд- 
ковъ, устанавлаваеть рядь формальныхь операций надъ ними. 
Примёняя увазанныхя имз операцы хъ проетранственнымь 
формам, какъ конкретнки»ь предетавителямь протяженных» 
воличинъ, онъ даеть по возможности вефиъ операшямь ре- 
альное значене, указывал для ихф результатовь на соотв т- 
етвуюгуе конкретные представители. Въ сожальнию Г. Грае- 
манъ придаль своей работв форму, не обычную дзя матема- 
тическихь сочиневй, и настолько затрудвилу пониман!е ея 
излишней общностью выволовъ И еововыъ непривычной но- 
менклатурой, что, по его собственнимъ словом», его Апз4ен- 
ишвеенге омфно твюъ мало читателей, чго при его жизни 
объ @го основной работ не только нигдЁ не появилось ре- 
ценз, но даже краткое извлечене изъ ея содержа для 
архива Грунерта ему пришлось соетаваять самому, хотя въ 
тоже самое время мноме полъзовалисв тфмн приложенями 
ыъ геомету!в, котория онъ дздать въ радё статей въ жур- 
нахь Ерелля (В: 86, 42, 44, 49, 52) съ цёлью равъясненя 
оеновныхь: идей своёго Анздеролияя ее. Между таб мно- 
14е выдаюнцеся ученые того времени, хахь напр. Мебусь, 
а поздафе Ганкель и Илебиеь весьма высоко ставили этотъ 
трукь Г. Грасмана. Р. Ганкель припиемваль 10. обстоятень- 
ство, Зто работа Граемана ле получила’ ‘той оцнки, кото- 
рой она заслужиноеть по справедливости, тому, 310 онъ веб 
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свои результаты изложаль для пространства я ‘изыфренй, 
ч%мъ ватрудниль предотавлене о значени его работы *. 

Зь 1862 Г. Грасмань пыталея, съ ` цфано сдфлать свою 
работу болёе доступною, придать ей другой планъ и другую 
форму. ТЪмз не мене это обстоятельство не привлекло къ 
его работ расположея математиковъ, и онъ передф своей 
смертью должень быль съ глубоким» огорчешень сознаться, 
что его работа и въ измзненной форм? не получила надле- 
жащей одъньн, Въ годъ своей смерти онф приготовить къ 
печати свое Ре Апвйероипенерге опять въ старой перво- 
начальной его фориё и издань ето подъ вагламеме Те 
Алейениипаенте уой 1844. Тецийе. 1878. 

Беллавитисв въ своемъ Зрозиопе 4е! тебобо аеЙе едигро]- 
1е1зе и въ другихъь приготовительныхь статьяхь создать 060- 
бый родъ авалитической геометрии, которой онф даль первона- 
чально назваяе метода геометрическихь уравнен!й, & затЗиъ, 
дан краткости вмёсто выражен ециа2!011 сеожейчеще пред- 
дожиль употребщить ныражене вдшроШеее. Вз этой рабо- 
ТВ, разематривая уравнения, выражаюнуя сумму веяторовъ, и 
умножая ихь въ сиыелВ ахгебраическаго умножешя векто- 
розъ, Веллавитиев приводить рядъ приложен свойствь по- 
доблихз. уравневй къ рёшеныо задачь на ностроеще, къ 
тригонометри, а также къ анашерической геометр и, тводя 
въ посльдиюю вы\№сто системы обычныхь координать 0603- 
начене положешя точки при помощи векторовь и операцй 
тадъ ними, 

Твеоне @ек сошрехеп йаепзую еле Л. Ганкеля вобтав- 
ляеть первую и сдииствепную часть задуманнаго имъ, но 
недоконченнаго за смертью, труда Тощезиивей ег 0 
сомр!ехей 215еп ипб ге Рииейопею. Въ этой работ 
Г. Ганкель излагаеть яден Г. Грасмана и. Мебуел еъ чисто 
формальной стороны. Онь опредЁляеть каждое дйетие издь 
пространствепными величинами отдфльно, призодн -дазаемое 
имъ опредфлев!о тозьго въ ибуюторую свазь съ теорей во- 


® Налко. 0. 2. р. 18, 
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ставныхъ чнселъ. Но ояъ нигдВ не укизываеть ня на зна- 
чев{:е разематриваемыхь им дЬйстый въ раду обычиыхь 
злгебраическихь дёбеть!, ни ва зависамость межлу про- 
странетвепвыми величинами. 

Гомель въ ТУ части своей Тнбоме Ябтетате дез Оцал- 
41668 совурехез издагаеть теорю составныхь чнсоль и ихъ 
теометрических» ‘прилолен! въ связи съ идеями, развивае- 
мыми въ указанныхь выше работахь Г. Грасманомь в .М. 
Бедлавитисомь, & чакже даеть весьма изящное излотене 
чеори иватерноновь. 

В. Шлвель въ евоемь Зуфеш @ег Взавиейге паталоя 
построить снотему элементарной геометрии, & также Новой 
Алгебры я отчастя Высшей Геометры, основиваясь на’ иде- 
яхъ грасмановонаго Ацзйердолевенге. Кь сожальню трудъ 
ТИлегедя страдаоть рабскимъ подражанемь Г. Грасману въ 
изложеши яЪйетый надъ пространственными. величинами; 
приложеня же, дёлаехыя имт, отличаются м%Фетами крайней 
лекусетвенностью, которая и дВлаетъ иным доказательства, 
теоремъ даже элементарной геометрии чрезвычайно схожны- 
мн. Велёдетью укозаниыхь недостазтковъ, по помеху инфио, 
трудь Шаегеля является недостаточно ухачной мольтьой 
раскрыть значене ндей Г. Грасмана въ ихь проложеныхь, 
хотя самъ Грасмань быль весьма доволелъ ето прихожештями 
хъ Новой АлгебрЪ, тать какъ они впервые оеуществили в03- 
можноеть приложешй въ этомъ напразлеши, на что почта 
въ тоже свмое время указаль и Клебшь, зазтявЪ въ одной 
свое стальф, что «координаты прямой линш, каюь и 50066 
большая часть обновныхь повтый Новой Алтобры закяо- 
чается въ грасмановскомь Апзенцизевье» *). 

Что каезется нозВйшихь работь вз этошв направлена 
Т. №отите, В. П. Ермоковв 4 Лезано, указанныхь. выше, 
то первыя двё иредетавляютв собою обработку ядёй Велла- 
витиса и Германа Гравиана примфнатольно къ’ теор вето- 
ровъ и составных Чнобль, при чемь забота: Неовуся за- 


* зд. Тат бедвевуузз ап Тиз РЗасног. боб иает. 1872; 5. 8,28, 
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УлЮЗаОТЬ ВЪ 666% рядь оригинальныхь приложен этихъ 
идей хъ элементарной и аналитической геометри, раземат- 
риваеной при особыхь коорданалажь. Что же касается Ле- 
зана, то онъ въ выше указанной работй дополниль нЪеколь- 
кими прихожещями сдфланный имъ ранфе въ 1874 году 
перезводь теорйк окввполлений Беллазитиеа и нЪеколько 
узучшиль изложене, не внеся въ его работу чего дибо су- 
щественио. оритинальнаго. 

Въ томъ саучаВ, когда вамъ придетен сеылаться на ра- 
боты, перечисленныя выше подъ номерами 1—14, мы будемъ 
обозначать ихъ загламя сокращенно тёкъ; 


1. Агрваа. ©. Пи. 
2. Маре. В. С. 
$. Зешег, К.-8. 
4. Стазьтаюи, А. 1844. 
5, бтавзшати. @. Ап. 
6. ВеЙу16в. Еч. 
7. @таззтааит. А. 1862. 
8, Напке. С, 7. 
9. Нойе. 9. С. 
19. бШеде!. В. 
13. Отазататт. А. 1876. 
19. Меоушв. С. Т. 
13. Ермаковь. В. 
14. Тейзаие. Е, 


Изь вебхь перечисленныхь только что авторовь нанбо- 
хе близый въ нашему труду это Г. Граемонъ. Затфиъ сл5- 
хують Мебусь и Беллавитисъ. 

Еромф этихь работь слвдуеть указать на стфдующия: 

БейеТег. Эег Заз онаса1сий, Вгаипзенчею, 1851. 

Рег. Те Сис пботбичие, Прзша. 1861. 


—9— 


М. Тадивтте. Зиг Ретро 4ез Пнаашыгез еп вботб че. 
МонуеНез зпоаез бе ша ётэНиез. П 56ме, Тоше ТХ. 1870. 
р. 163. 

Мажтийет Мое. Тлвоме 4ез ФопоНоп 4е тама Без иаа- 
ташгев. Т. Г. Рага. 1874. 

„Негтати №йь. Те Атийтоебк ег Табе. Берии. 1882. 

9. Оуворовь. Объ изображены воображаемыхь точекь и 
воображаемыхь прямыхъ на плоскости. Казавь. 1884. 

И наконець слФдуеть указать рядъ статей Брокара и Е, 
Лентана, печатающихея зъ посдфлые года въ ВаЦена 4е 
1 500166 шайфбштаНЧие 4е Ртапсе и въ Тоципы 4е ша й6- 
та ие вр6еа]е5 и относящихся къ вопросамъ такв назы- 
ваемой геометри треугольника, 


ГЛАВА. 


Основныя понятя, опредфлешя и обозначения, 


$ 1. Поняя о проетраветвенныхь величинах. 


Точку, прямую и плоехость мы будемь пазызать про- 
страпственными элементами, а всякую совокупность точокЪ, 
прямихь и плоскостей прострапетвенной формой. 

Подъ пространственной ведичипой условиыея разумЪть 
величину, которая запеть оть изкотораго чиеловаго фак- 
тора и отъ расположены въ проетранствВ иЪкоторего про- 
странственнаго элемента пли формы. ПростВНиия изъ про- 
странственныхь величинъ, которыми мы исключительно и 
буденъ заниматься, суть слвлующуя: 

1. Венторь. Подф внмъ мы будемъ разумфть всякую ие- 
личину, которая можеть быть задана, длиною в затраваеноме 
зокоторой прямой въ пространствь. 

2. Мирная площадь. Подъ ней мы будемь разумфть вся- 
кую величину, которая можеть быть задала величиною 
направлещемз въ пространств ифкоторой площади. Подъ 
м}рными площадями одрнаковаго направления мы будень ра- 
зумёть мфрныя площоди, которыхь плоскости параллельны, 

3. Мирная точка. Подъ ней мы будемь разумть золкую 
величину, которая можеть быть задана нюноторым число- 
вылб факторомз в позоженемь въ пространствВ злькотюрой, 
зпочии. 

4. Морная часть прямой. Цодъ ней мы будемъ разумбть 
всявую величину, которая можеть бить эвдана золоженеме 
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вь прострапетвВ опредфленной ирамой в длиною нлькоторало 
отрьзка, лещащаго на ней. 

5. Мьрная часть плоскости. Подъ кей мы будемъ разу- 
м[ть всякую величану, которая можеть быть задана и0л0- 
эжемемз въ пространств опредфленной илосности 4 ввам- 
чиною нЪкоторой площади, лежащей на ней, 

6. Кроиз указанныхь пространственныхь велачинъ мы 
будемъ разсматривать мюрный объеме, находящйся въ про- 
странстав трехъ изиёренй, и марную часть пространства 
энретз измиренйй, ноторые могуть считалься раздичными ве- 
личинамл по способу образован ихъ изъ другихъ прострав- 
ствевныхь величинъ, хотя по существу, въ пространств 
трехъ измфрен! они ничфмь не различаются; пбо разлач- 
ные объемы, какь величины, когуть разлочатьет только 
абсолютной ведичиной н знахомъ, как это мы увидимт няже. 

Церечисленния пространственныя величины могусъ быть 
разбиты на взеколько порядковъ, а именно: 

Векторъ и мзрную точку мы будемъ лазывать величинами 
перваго порядка; мёрпую площадь п м®рную часть вып — 
величинами второго порядка; мВрный объемъ и изрную часть 
плоскоети величинами третьяго порядка, и наконец м®р- 
ную часть пространства величеною четвертаго порядка, Ни- 
же мы узидимъ, что порадокь въ данпомъ случаВ является 
понятемъ совершевно аналогичнымь понято объ изм ре- 
ни алгебраическихь выражен, Зсякую совокупность про- 
странетвенныхь велючинъ мы будешь называть системою 
величивъ. Подь бомокайиииз основащемь системы величинъ 
мы условимея разумть пространствевный элеменгь, имфо- 
ый язиионыйее число измёренй, навоторомъ расположевы 
веБ разематриваемыя пеличины: такъ, если вв простран- 
ственния величины сиетемы, не будуче расположены ва какой 
нибудь прямой, лежать на одной и той же плоскости, то эту 
послфлнюю мы будемъ вазывать ближайшимь основашемь 
снетемы. 

Въ томъ случаВ если воз различныя пространетвенныя 
величяны, входищя въ разематриваемую систему, имфють 


— 19 — 


общ проетранственный элемент, такъ напримёрь;  ееля 
вез проетранственныя величины имфють общую прямую или 
точеу, то такой пространственный элементь мы условимея 
пазызать общие элементомв системы. 


$2. Эеновпыя свойства влгебрапческихт, онерашй. рии, 
обобщешя операщй. 


Вез операции, лЪ томь числ и адгебраичесмя распадв- 
1отея на два главных класса; на операщи прямыя или про- 
певодительныя (Ге “Пейзспел Орегайонеп) и на операшх 
обратныя илл разрёшительныя (Ре 1уйзсвел ОрегаЙопев) *). 
Замфтимь, 330, разъ даны опредёленя прамыхь дфйсть, 
обратныя дЪйстыя уже опредфлить не трудно, какь таковыя. 

Веякое прямов двистые 


8 (@,5), 


так тВ объекты, надъ которыми оно совершается, 
можеть обладать однимь изь сдующихь основныхь свойств: 
1 Двйетые ® однозначно, если при 


в=вии=Ь 
мы имфемъ, что 
© (в, 5) =0 @5. 


Ш ДЬНетые © сочетотельно (аззосфаНю), если 
@[9(, 5), <] = @[ь 90, <} 

это равенство дфлаеть возможнымь обозначение 
© (а, 5,6) = 9[9(а, 5), 61. 


Ш ДЬйсгые © распредьуминельно. относительно другаго 
дйстия $, если 


*) Нашке!. 0. 7. в. 18. 
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ее, 5,4 = (6, 0, 66,5). 
ТУ ДЬястве © меремюсининельно, если 
9 (4. )=© 64). 


Свойствами (Г, П к ТУ) обладають одинаково как? алге- 
бранческое сложеше такь и умножене; свойетвомь (01) 
обладаеть умножене относительно сложены, Возведене въ 
стенень обладаеть только свойством» (Т) я по отношению 
жь умноженио свойствомъ (Ш). Тахимь образомь свойство 
{111 характеризуеть всякое высшее дёйстье относительно 
ъпредшествовавигато ему низшаго дЪйетыя, 

Легко обнаружить, что мвеякая алгебраическая фупящя 
лвухь леремфнныхь, обладающая относительно сложена свой» 
ствомъ распредФлительности но отношению къ обонмъ поре- 
мВннымъ, или выражается черезъ произведене обонхъ пере- 
мввннхь, или же можеть отличатьея отъ послфдняго нЪко- 
торымъ произвольнымь числовымь факторонъ, т. в. видь иско- 
мой функции есть 


Рф, у) = Су. 
Функшя { обладаеть, согласно условшю, двумя свойствами: 
К, 9} == Дичь, у) — Жь у) ©, 3) (1) 
Иа, у) = Да =, г) + (а). (2) 
Дифференцируя уравнено (1) по ч, имфемь 


4) Чи, 9) 
(и) — 4 


дифференцируя вновь по ®, получаем»: 


4, у) 


Ты 8 


откуда заключаемъ, чго 


м - 
Из, 9) =) (ин) $9), (4) 


тд Ф п ф произвольныя фувкща 9. 
Сравнивая уравнешя (1) п (4), заключаемь, что 


$9) = 
Иа, у) ==). 65) 


Поступая аналогично съ уравненемт (2), паходвиь въ другой 
етороны, что 


такиыь образомь 


у =у 5, (6) 


ДБ Е произвольная фунвцща перемфннаго 2. 
Сразкивая посдЭдыя уразиевя имфенъ 


3 1. 
у Ел 


Чак какъ об части послёднаго выраженя зависять  отъ 
двухь раздичныхв независимыхь перенфииыхь; то онф могуть 
быть равны только тогда, когда 06 равны одному и тому 
же постоянному С. 

А потому 


с 


у 


Подетазяяя отсюда ф зъ уравнев:с (5), получаемъ 


И, у) = Озу 


что мы и желали обнаружить *). 

На основания этого свойство распредёлитваьностя (ПТ) 
относательно сложен мы’ будемь ечитать свойством, опре- 
дбляющимъ дфйстые умножешя **). 


*) На ириведепный выводь мнё любезно укавалу, Б. Ё. Млодафовеый. 
**) бтазашаля А, 1878, $ 19. 
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Имя въ виду обобщеще понатя объ олгебраическахь 
дЬйетвыхь на пространетвеняыя ведвчизы, иамь необходимо 
условитьел, что мы будемь равумфть подз обобщенемь дБй- 
ств. Обобщеше дфйстый можеть быть. двозкое: вопервых, 
возможно, сохраняя всё свойства дёйетьн, распространять 
его только на новые объекты; вовторыхь, зозвиожно при 
распространеши дЪйстни на хруме объекты, вилоизмнять 
и самыя свойства дёйстыа, или опуская старыя свойства, 
или же зам няя одно изъ старыхь свойствт новым свой- 
етвомз. Въ случа обобщеня дЪйствя въ первоив смыслё 
необхохимо удерживать старое его пазвал!е и опредфленно 
его дазать такое виражене, которое заплючало бы въ себЪ, 
каюъ застный случай, старое опредфлеме. Въ случа же 
обобщеня дуйстыл во втором сиысаВ, очевидно, опредЁ- 
лее дЬНстыя обобщеннаго будегь существенао отличаться 
отъ стараго. Но при этомъ отъ вслкахо обобщеннато дВИ- 
стйя мы будемь требовать, что бы при обратном переход 
къ старымъ свойетвамъ и прежнимт объектамь возетанор- 
лялось бы первячное опредвлене. 


$ 8. Пронсхождлелю геометрических» прелотавлтелей пробтраж- 
отвенныхь: подичлиь иерваго порядка п знакоположене этихь 
педичнит, й 


ТВ проетранетвенныя формы, величиною и положешемь 
которыхъ задаются пространствеяныя величины, мы будемъ 
называть иредониииниелями пространсувевныхь зеличент. 

Чтобы установить знахоположене. проетранственныхь не- 
личинЪ, необходимо устозитьея въ обозначения л знакополо- 
меши ихъ простраветвенкыхь представителей. Прясоедивяя 
къ обозпаченио представителей проетранственныхь величвнр 
чнеловой мволитель, мы получимъ самое общее обозначен 
соотвфтетвующей пространственной величинн. 

1, Энакоположене вежторовз. 

Точка А, двигаясь вдоль прямолинейнаго пути хо точки 
В, образуеть, кажь о слдь свой, отрёзовь прямолинейнато 
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пути АВ. Этовь отризокь ирямолинейнио пути АВ мы. и 
будемз считать представителем: пространственной величины 
вектора. ели при вепрерызномь движены оть .4 до Вин 
вообразимъ себ третью точку С, лежащую между Чи В, 
то суныа отрёзковь пути ИО и ОВ десть отрёзокь АВ. 


А0- СВ==АВ. 


Еели перейдемь оть А кь В и затЗиь обратно отъ. В 
къ 4, то разетояне конечиаго подоженя точеи оть ея нз- 
чальнаго будезь равно нулю; слёховательно; 


АВ-+ ВА 0, 
откуда 
ВА=— АВ, (1) 


т, ©. отрёзокь пути съ изынещемь своего направхеня въ 
прямо противоположное изняеть евой знакь на обратный, 
т. е, помножается на—1. А потому подъ векторонь АВ хы 
будемьразуиёть такую пространственную величину, гео- 
метрическимь представителемь которой‘ служить отрок 
прямолинейнато пута, направленный оть точки. 4. къ точкЬ 
В, Точку А мы будемъ называть началом вектора; а точку 
В его нонцомв. Присоединия сюда поняме о даннв вектора, 
мы подучиыь такое видоизизнен!е обозначеня везтора: пусть 
ММ есть векторъ, ралный единиц длины и ныфюцИй оди- 
наковое направление съ векторомъ АВ, а м отношен!е дляны 
АВ къ длинь ММ, тогла 


АВ ==т.ММ, 


ЕромЪ того введемь еще сл6дующее обозначене. Усло- 
вимея брать ва плоскости нЪкоторый векторъ и назовемъ 
его начальнымь векторомт, Всяй другой везторъ той ме 
плоскости, имвющЙ дшину а, услозимея обозначать черезъ а, 
тдВ ф тот уголь, на который надо повернуть противъ 
отрёлюн часовъ направлеше пачадьнаго вектора; чтобы по- 
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учить направлен1е разомазрилаемаго вехтора. Для краткости 
Ф мы будемь называть” иногда 4140м5 векторе. Если АВ 
мы будемъ разематривать, какь векторъ въ пространств, 
т0 его мы будемъ обозначать черезъ 4.» тдё а диина да- 
шего вектора, & уголь отклонены его въ нЁкоторой на- 
чальной плоекости отъ направлен я НАЗаЛЬНаГО вектора, & 
В уголь отклонены ого оть воктора а, въ плоскости, про- 
ходащей черезъ а и перпендикулярной Ъ начальной пно- 
скости, 

Данну вектора а, ми будемъ называть иногда ого 4600- 
дютной величиной и обозначеть через 4. 

Два вектора, иное одинаковую ддину и соотвётетвенно 
разные углы, мы будемъ считать равными между собой и спо- 
собными всегда замфщать кругъ друга. А потому векторныя 
равенства 

АВ = 00 на, =, 


веегда заключають въ себЪ каждое по два уеловя, & именно 
первое: 
АВ || СБ и АВ-= ОР, 
3 второе: 
=фФиз=у, 


Два вектора @ и #— равные по диин\ в наклоненные 
водъ равными углами, по отсчитываемыми въ противопо- 
ложном направлент относительно начажьнаго вектора, убло- 
вимея называть сопрлженными веяторами. 

Изъ сказаннато выше пря опредбяенк знака велтора слё- 
дуеть, что при всякомь расположени точекь А, Ви С нь 
прямой лан!и существуеть ташое соотвошеше между векторами: 


АВ + 86 =4С, (2) 
пля 
АВ -+- ВО + СА=0 


Отсюда пыфемъ правило: чтобы сложить два вектора 


однозо чаправленая, надо ко концу первало вектора прилозючинь 
р 
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начало отоуено; `сояраняя ‘изо направления, и’ тозда ` еуимою 
будете векторе ‘отв начала, первало 00 конца взиорано вентюра *), 

2. Энанополомвенае мърныхе точек. 

Подъ теометрическимь представитехемь иёрной точки уело- 
вимся разум ть точку, заланную ея подожешемь въ про- 
отранств® и разсматриваемую вмстВ съ ивиоториму отваё- 
ченнымь чиоломъ, отнесенныме иь ней. Задевая рядь по- 
зиВднихь чисель, отнесенныхь иф ‘раздичнымь точкаме-иро- 
странства, мы будемь иногда разсматриволь рядь векторорь, 
унноженнихь соотвфтственно на эти чиела и ‘инфющихь 
произвольное общее ‘начало, & концы, расположенные ^в® 
тЪхв точкахь пространетва, къ готорымв отнесены разема- 
трозаемыя числа. Велдотые ‘произвольности выбора общаго 
начала мы тВмъ самымь будемъ отвлевалься отв направленя 
и дины векгоровъ. 

Обозначая число 4, отнесенное къ точкВ пространства 4, 
черезъ ” 
Во в, ‚ 
мы позучимь обозначеше величины, выраженной м®рною 
точной. 

Толи чис40 @ положительно, то и самую м8рную точку 
зы будемъ называть положительной; ири отрицательномь 
числ @ и ыбрная точка булеть называться отрицательной, 
Чисзо @ условимся называть @бсолютной величиной или черии- 
зостмо  мфрной точпи. 

Въ. случа слодбеня или вычитоня мрныхе зточен, чн- 
зощиить пеометрическими предетавителями одну в зпу оке 
поту ‘пространства сз различными пратностяин мы будем 
относить диете слодеенёя в вычинанёя из ить абеолют- 
зи оеличинаме; поэтому мы  будемъ писать: 

ТА = ИД = (т=- ВА, {3) 
прачемь подъ поелёянимь равенетвомъ; мы будемь разум ть 
также и еложеню нВенолькихь повторов тождественныхь 


‚по даин® и нышравленио, ко взятыхь съ различними коеф- 
фищентами. * 


*) биачетини А, 1876. 8 15, 


ГЛАВАН. 


Дьствя надъ пространственными величинами перваго порядка, 


$ 4. сяожеще векторовъ. 

Правихо сложешя векторовь съ общимъ направлешемъ 
{$ 3) усзовимея распространять и на случай, когда векторы 
расположены произвольно на плоскости или 3% проетраветв%; 
а именно: чобы слоокить де, инив нльскольно векторовз, надо, 
яеренося иха пираллельно самииме себъ, послидовинельно при- 
кладывалть ха одинз кз друюму из ризноименными концами 
и то суммой будета векторз от» начала перволо до кони 
послъдняию *), 

Такое опредрлее сложен отр№зковъ обладаеть свой- 
страми однозначноста л перемфетительноетя Ги 1 ($2) 
такв ще, какъ и алгебранческое сложене, и кромВ Фого въ 
частномъ елучаВ сложеня зекторовъ ев общимъ направле- 
н!емъ совтадаеть съ нимъ по результату; а потому мы бу- 
демъ, согааено условно ($ 2), называть его олгебраическимь 
сложешемь векгоровъ **). 


Итакь 
р . АВ + ВС -= 46, (1) 
1 откуда 
40 — АВ = ВС, (2) 
иди 
^ ы 46—20=4Ар=вВ0. 6) 


*) бтавзюаии А. 1878. 8 17—19, 

**) "Такое назват!е Асяюя мы считаем необходизымъ пзести, со- 
тлаепо принятому лами выше принцииу обобщенл оноращий ($ 2), вза* 
ыфпь устабовившагося сазвашя „геометрическое еложене“. 


9* 
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Отсюда правило вычитазя, кавъ дьйетыя обратнаго сложенио; 
чтобы вычесть два вектора, надо, сохрання ихъ напрез- 
леня въ пространст», призожить одивъ кь другому или 
вхъ началами, лли ще их ковцами; при чемф въ перзомъ 
случаЗ разностью будсть векторь оть конца, сычитаемало 90 
понца уменмиаемоло, а во второмь случа разностью будете 
вектор: отз начала умениивемоло до начала вычитаемто. 

Прамфрами сложешя векторовь служить сложен силъ и 
скоростей въ механик. 

Въ случа сложешя трехв пли ифеколькихь отрёзкоръ 
въ пространств $, сложене ихъ обладаеть, какъ въ томЪ не труд- 
но убВдитьея, также и свойствомъ сочетательности П (8 2). 

Подъ умножен!емь вектора па отвлеченное число # усдо- 
зимся равумфть изыфневе его длины въ отношеши %:1, 
т, в, если 


Аб == т, АВ, {4) 
то 


40: АВ==т:1. 


$ 5. Сложеше ибркыхь точекь п овязь его съ сложенень 
зекторовт. 

За сумму двузе мпрныхее точекь ай ц ЪВ, отнесенныт 
иь даумз промзвольнымь точкамь пространства А и В, усло- 
оимея считать мирную точту сз абсолютной веаичиной в--5, 
отнесенную кз точит, пространства С, дплящей отрузокз 
АВ в5 отношении В: 

Итакъ 


&А + ОВ = (а-00, {1) 
при 
40: ОВ-=6: 4, 


Легио обнаружить, что въ уравнеши (1) можно, согласно 
предыдущему параграфу, разужфть также н сложене векто- 
ровв ©ъ произвольныыь общимъ началомъ 0, умноженныхь на 
отвлеченные факторы ан В, т. в. можио доказать, что, если 


— 91 — 


АС: СВ ==8:а, 
то 
804 -+- 5ОВ = (+500. 


Пусть [2] *} 
Е 
Проведемъ 
ОН| 46| 28 
тогда изъ равенстве: 


понучаемь: 


отеюда едВдусть, что 


ОК: (К =6-+а):6—а), 
или 
00: ОЕ == 9%: +8). 
А потому, таиъ какь ОМ -=в0Е, 10 
20М —=240К == («+5)00, 


ИЛИ 
аА+-0В=(@а-8) 00, 


при 
АС: ОВ: а, 


что мы и желали доказать **). 


&О0ОА 4-08 =0РЪ - ОЁ—=20М. 


(8) 


Установленное нами тоько что сложене мЗрныхь точектъ 
обладаеть свойствами однозначности и перем стительности. 


*) Въ послфдующемъ мы будемъ скобками [®] обозналать сомяку на 
номеръ чертежа, а скобами (я) сомлку нь номеръ выше приведеннахо 


уравненя. 
#4) Ветог, К,—8. в. 34, 
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Второй выводъ Формулы (2). 


Въ случа т и и ЦЗлыхЬ возможно ту же теорему уста- 
новь ннымъ путем. 

5 Легко видфть, что, если противопо- 
зожныя сторояы параллелограмиа раз- 
ИВлить каждую на # частей и точки 
ихъ дёлевя соединить прямыми, кавъ 
показано на чертеж [3], то дагональ 

параллелограмма раздфлитея послёдними прямыми ва ж-+1 

равныхь между собою частей, 


Примфаяя лемму, только 
что нами указанную; посл - 
довательно [4] въ парал- 
лелограмманв ОДА, А,, 
ОЛА А... ОА А, 
мы убёдимея, что, если 

® ОА | 4, А, 


А 


А Аи 


ОДА, А, ДА, 1. А, Ан 


то 
30В,=04,, 
приземъ н 
ЗАВ, =АА,; 
отсюда 
40В.-=0А,. 


И вообще способомь отъь и—1 к п рибомь: 


ОВ, = 04, 
и 
АВ, == АД,, 
А нотому изъ 
04, 4,4, = 04, 
пыземъ: 
Од, = ЗОА=З0В,, 
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причемъ 
А,В,: ВА =: 1. 
Данфе: 
04, -304=408В., 
причем . 
й А.В, : ВА=З:1; 
и вообще 
04, +в—1) ОА=воВ,, {3} 
причемь 


АВ,: В, А=(в—1):1. 
Полагал въ равенствв (3) п—1=0:4 повучаенъ 


404, +р04 — (р) ОВ» 
прячемь 
А.В»: В,А 0:4, 


тд риа суть числа цвдыя. 

Мы приводиму это второе докалетельство *) пешей т00- 
ремы въ ниду важпоети послЪдней. Теорема эта, какъ ны 
ниже увидимъ, вь области дъйетий надъ векторами знадо- 
тична теорем Пяоатора и иззфетноху ся обобщению Нап- 
ломь въ областя дёйстй надь пхощадями. 

Теорем® этой въ механякЪ отвфчаеть извЪетная теорема 
Лейбнаца, состолщая зь томъ, зо, если мы пмВемь точку 
Ов рядь малеральныхь точекь Д, В... еъ маесаыи а, 6... 
я ебли на О дБИсхвують силы выраженныя векторами ОД, 
ОВ..., умножениыми соотвётственно на массы а, 0..., то 
равнодёйствующея проходить черезь центръ тяжести мато- 
разьвыхь точен и равна звехтору ОМ, умпоженпому на 
сумму вобхь масс. 


бложене ибокольклхь м8раыть точекя. 
Примбняя формуат (2) побаВдователно, получаем 


{ОА +- 308) +04 = (а+5 +-9)0М, {3} 


*) Доказательство это ирипадлежить В. Е. Сердобниекому, 
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тдв отношеня: 
в: 6: с 


соотвфтетвенно равны отношешямь площадей треугольниковт: 
ВСОМ: САМ: АВМ; 
поступая также съ формулою (1), имфемь: 
{@«А-+ ВВ) еб = (ав +9 М, (4) 


лри т%хь же отношеняхь а: Ь:с. 


Вежвдетве установжениаго выше тождесьва законозъ сложе- 
я мфриыхъ точен и краткыхь вегторовь съ произволь- 
нымъ общимъ началомь мы можемъ разенатривачь (3) и (4) 
хакъ формулы, выражающия одно и тоже правало сложежя 
пространетвенныхь величинь. Новложене векторовв подчи- 
дяетея закону сочетательности (5 4), а потому н еложене 
мёрныхь точекь подчиняется закону сочетательносеи Ц (8 2), 
я мы можемъ вызето уравнены (4) писать обще: 


аА-В +е0=(@-+9М. , (5) 
Вообще для произвольнаго чиела слагаемыхь имфемъ: 
вА--ЬВ + 60+... = (а--Ъ-нс-+...)М, {6) 
тв значеше гоометричеекое коэффищентовь &, 6, с... яено 
изъ предыдущаго (1).*) 
$6. Нроэктивныя свойства суммы векторовъ и суммы иёулыхь 
хотекь, 


Проэктируя замкнутую ломаную 4В0...МА изъ конечной 
илн безконечно удаленной точки на плоскость, мы подучимь 
замкнутый радъ вевторовъ, изъ которыхь хаждый можеть 
разсматриватьел казъь сумма возкь остальныхь. А потому 
прозыщя суммы векторовь есть сумма прозылйй елатаемыхь. 


*) Отазешаии, А, #862. 8 222. 
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Равнымф образомь, есля мы имфемф рядь ибряыхь точек 
«А, 9В..., леващахь на одной и той же плоскости, и 


аА-+В--.,.. == (@а+ф-+....) М {1) 


и если Д,, В,....14 суть проэкша явъ ы%хоторой точки 
пространства точек» 4, В,....М на нфвоторую плоскоеть, 
параллельную ближайшему основано двнной снетемы веди- 
чинь (8 1), то изъ правила сложеня мфрвыхь точекь 6д8- 
дуеть, что 


в, БВ. == (а +ф-н....) М,. (2) 


ПодрезумВ вал въ уравненыхь (1 и 2) суммы векторовъ, либ- 
ющихь общее начало въ той ТОЧЬ, изъ которой мы про- 
эктировали, и вычитая (2) изъ {1} получаемъ; 


ВАА, +-ЬВВ, +- в00,... = {аб с...) ММ, (3) 


& потому за геометричесме представители мфраыхв точекь 
мы можемь вв частномь случай принимать отрфэхи, направ- 
ленные къ одной п той же тозёВ проетранётва и сограня- 
ченные двумя параллельными плоскоетями, хоторыхь назана 
(пли концы} созпадыоть съ похожешехжь данныхь мВрныхь 


точекв*). 
Далёе, если мы, инфя нёсколько пронзвощьныхь иёрныхь 
точекь пространства «А, $В.... и ихь сумму и М, буденъ 


провктвровать точки А, В...М изь безконечно удаленной 
тТочЕи пространства и& произвольную плоскость Р, то про- 
экщя М’ суммы М съ ея коэффищентомь будеть сумиою 


прозкцй 4’ В’... слагаомыхь А, В... съ соозвётетвую- 
щими коэффищентами, и мы будемъ имфть вновь; 
24’... = М". {4) 


Принимая въ уравненяхь (1) и (4) ва общее начало ве- 
кторовь одну и ту де точку. пространства О и замтивъ, 
что О4’— ОА == АА', мы попучаемь послВ вычитани: 


*) Мои, В. 0; в. 9. 
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вАА'-- ВВ’ с00" мм’. (5) 


А потому подъ геометрическими представителями мфрныхъ 
тозень мы можемъ разумвть таже и параллельные векторы, 


(@че+ен 


пачала ; 
воторыхъ ри совпадають въ положешемь мёрныхь 
., концы | в 
точекЪ, & | пачада | лежать пз произвольной плоскости *]}. 


ЗамВтиыь, 310 изь уравнешя (5) слёдуетъ, что, если ило- 
скость проэкщй проходатъ черезь Л, то лЬвая часть ураз- 
нени обращается въ нуль; въ противном же случа она 
всегда отлична отъ нуля, 4. потому, если намъ даны н}- 
сколько точень проетранства п при каждой изв нихь с00т- 
вВтетвуюцщия чиела а, 6, с ..., то существуеть единетвенная 
точка пространства, обладающая таклиъ свойетвомь, что, 
если мы проведемь черезь нее произвольную нзоскость, то 
сумма параллельныхь векторовъ, иыюЮщихь начала въ дан- 
ныхь точкахь, д концн ва вВноторой давной плоскбети и 
умноженныхь соотитственно нв числа &, 5, с..., обра- 
щаетел въ вудь. Точеа эта по положению совладаеть съ вуммот, 
мфрныхь точекь в.4, ВВ, с0... 


Итакъ, если 
ХаА=юМ 


п А,,В,....М, суть проэкщи тозень 4, В....М паъ бе 
конечно удаленной точки пространства на плоскоеть, прохо- 
дящую черезъ ЛЕ, то 


Хол, =0. (6) 


Примфромь сложешая мёрныхъ точекь въ механрев елу- 
жить слошеше массь и параднельныхь сиаъ. 


*) При прознтироваюёи изф конечной точил нростралства на произ 
зольвую плоскость слагаемыхь, не лежащихь въ одной илоскосхи, & 
такие при прозитировая{и слагаемых, лежащнхь в» одной илоекоети;. 
на плоскость, пе параллельную иосябдией, прозктивлось сумны ифр- 
ПЫХЬ 1046 по ныботь мфота. 
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Замфтимъ въ заключеше, что, еели въ ураввеши (5) мы 
прииемь А4’-= ВВ’-- СС'= ММ’ 1, то а, с.... будуть 
выражать собою дашны соотвФтелвующихь ректоровъ, и фор- 
мула (5) дасть намъ выражен!е правила сложешя пораглель- 
выхь силь, а формула (6) выразить собою извфетяое свой- 
ство центра паралдельныхь снаъ. 


$ 7. Разность жБриыхь точект. Векторт, какт представлтель 
безкошецие удаленной иБбриой точки кратвоети разной нулю. 
Изь формулы сложешя нёринхь точекъ 


&4+-5В=се0, 
ТДВ са +6, слЪдуеть формула вычитаня мФрныхь точекь 
60--вА=(е-аВ, (1) 


приченъ точка С дзлить отрёзохъь АВ, по $ 5 (1), вутрен- 
нимъ образомъ въ отношеви (с—а):а, & потому 


ОВ. АВ =а:с, 


Итакъ точна, равная разности двуть мпрныхь точек сб 
4 аА, имтеть абеолютную величину, равную (са) в дълить 
отрзокз СА внишнима обрезом» 05 отношении п:с. Точка, 
равная разности такъ ме, какъ и точка, раввая суым% друхъ 
мёрныхь точекь, лежить всегда ближе къ точк® съ большей 
Збеолотвой зедичиной. Если мы перенесемь въ уравнени 


Зал -=тМмМ 


вс члены въ одну часть, то получимь 
Ха4=0, {2) 


ураввене, в5. которомъ каждый изъ его чзеновь, взятый съ 
обратнымф знакомъ, можеть разематриваться какь сумма 
зезхь оетальныхь членов. 

Изь уравяевя (6} $ 5 слёдуеть, что, если въ уравнеяйх 
мёрянхь точекь кратности вевхь зленовь пыфють общего 
множителя, то его можно взять за скобну. Въ частломъ случаев 
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%А +тВ = (А+ В) =2т 6, 


тдф точка С’ есть середина АВ. 
Равнымь образом 


тА—тВ-— АВ). (8) 


Раземотримь теперь значене обЪихъ частей уравненя (3}. 
Пока кратность вычатаемаго не равняется хратноети умень- 
шаемаго, мы инфемъ все время различных точки пряной АВ. 
Чфмъ менве разность и и м, тфыъ далВе- от хонцовъ отрЁзка 
АВ лежить точка равная разности; наконець, когда крат- 
ности сдфлаются равными, мы получимь безонечно удаленную. 
точву прямой кратноетя раввой нулю, выражевную уравне- 
ве 

тд —тВ=0.М, (4 


4т0 само въ веб заключаеть неопрелфщенность; & потому 
мы долины обратиться кь раземотрев!ю второй частя урав- 
нения (3). Разоматривая геометричесые представителя мфр- 
ныхь точекь Ди В, мы имфемъ: 


®(А—В) = в 04—0В) 


®ВА. 6) 
Сравнивая уравневйя (3, 4, я Б), ямВемъ, 
тВА=0.М. (6) 


Итакъ векторз произвольной длины можеть разсмалтриванься 
нае безнонечно удаленная мирная точка кратности равной 
нуно). Что можеть быть согласовано съ обычныии представ- 
дешямя въ тезяхь выражешяхъ, 

Если любой конечный векторъ удалить въ безконечность, 
то длина его относительно разстоявя его отъ веякой копеч- 
ой тозви можеть считаться равной нулю, а потому онь 


*) бтаззтали А. 1878. $ 99. 
Стазяшали 6. Др. в, 40, 67. 
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можеть считаться сдювающимся съ безкопечио удаленпой 
мВрною точкой кратности равной нулю. ЗамВтимь, что изъ 
уравнения (4) сл6дуеть, что мы достигаемь безконезно 
удаленной точки, идя по яаправленю АВ, если пер- 
зоначазьно кратность В была болфе кратности 4; пн той 
же самой точки достигаень, идя въ обратномъ направлен, 
если перзоначально кратность В быдла менфе кратности А. 
А потону уравнене (6} общье должно быть написано такъ: 


== ®ВА =0.М, 


т. с. отрёвокь ВАД, сливаясь съ безконечно удаленной точ- 
кой прямой, нфняеть свой знакъ, что согхаено съ поняемъ 
© томъ, что существуеть только одна бозконечно удаленивя 
точка на прямой лин, 
Заифтимъ, что ураввене (5) вполн® согласуется съ уетавоя- 
леннымь нами‘правиломъ сложены мфрвыхъ точень въ $5 (1) 
ДЁйствичельно есхв: 


@А + В = (&+8) 0, 


го 
УВ —0=06— 4, 
или 
$08 =а40, 
пли 
ОВ: Аб = 4:6. 


8 8. бложешще мёрлыхь точек съ векторами. 


Сложнмь мФрную точку кратноетн равной единвдф, сов 
падающую поположенио съ началом вектора, и самый вектор, 
Тогда согласно формул (5) предыдущаго параграфа, нмВемъ: 


д+-4В=А-+ (ВАД =А+В- АВ, (1) 


Итакъ, инобы словить нтрную точку кразнности единицы 
65 отрюзкома, хоторалю начало находится 65 той же точь 
пространства, достаточно перенести нюрную точ вдоль по 
заправленю отризка на ео длину, 


-_-9_— 
Сложене вектора и мБриой точки, ближайшимъ оспованемь 
которых» @лужить прямая, 
Пусть требуется сложить мфрную точку 4 еъ векторомъ 
КГ; тогда имфемъ: 


4+ЕГ=А-+(Г—К) = (4А+Г) - К=ЗМ-К-, (9) 


причемь но правилу сложешя АМ = МЁ я РМ = МК, а 
потому 


АР = АМ-- МЬ = МЕ + КМ = КГ. 


Итахь правило сложешя. м®рной точки съ зекторомъ 
остается то де самое. 

Сложен!в вектора и мВрной точки съ бложайшинииь осповашемт, 
на паоскоетя. 

Требустея сломать мфрную точку А и вектор К), [5]; 
тогда имемъ: 


4--КЕ == Ак (р—К) = (4+ Г)-К-=2М-К=, (3) 
А >? причем согласно празилу сложеша и 


вычиташя нфрныхь точекь пыфегы 
АМ = МЕ ин МО = КМ, в потому: 


Ар = АМ -- МР = МЬ + КМ = КГ, 


канъ п въ предыдущемъ случа. Итакь, чтобы приложить 
#5 мирной тойль кратностик единицы векторз произвольной 
длины, чадо перенести ее по направлению, пароллельному век- 
зпору на ео длину. 

бложеше вектора съ мбрною точкой кратпости т, 

Требуется словить аА съ вевторомь ВС. 

Пусть ВС = аАЛ, гдь АР векторъ, парашаельный ВС, п 
4 есть отношеве дльнь ВО: ЯР; тогда: 


&4+ ВО=аА+а4=аА на (П—А)= ар. (4) 
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Итакъ сумна мтрной точки кратности а и вектора ВС 
веть итрная точка претности а, перемьщенная на разото- 
ян ВО:а по направлено, параллельному ВО, 

$ 9. Векторт п яфрлая точка какь суммы трехъ осповныхт 
пелячиит,. 

Еели дены два, не совиадающие по направленно, вектора 
на плоскости, или же три вектора въ пространствЪ, то, оче- 
водно, веяый третйЙ лектор плоскости я четвертый векторъ 
зъ пространств едвнетвеннымь сиособожъ могуть быть рёз- 
биты на слагаемые, иуфющу одинаковое направлеше съ дан- 
ными основными велторамп. Отношезе дланы слагаемыхь 
иь длин, процятой за единицу, выфетВ съ обозначененъ 
ихь поправлеля предстаззяють собою спетему Дезартовихь 
хоорланатъ. | 

Фалнымь образомъ, если дано положене двухъ мфрныхв 
очень, лежащехь ва прдиой АВ, или трехъ иБрныхъ то- 
чекъ илоекости АВС, ви ие четырехв мЪфрныхь точек 
пространства, то всяшая точка прямой АВ, плоскости АВС 
вии пространства, есля будеть данъ ея коэффищевть, можеть 
быть однимъ епособомъ представаена, ванъ сумма данвыхь 
осповныхь ибрныхь точек, 


Въ самомь двлЬ, если 
ША + УВ== 6, 
тори у опредвляютея изь ураввен!й: 
| вчу:=сия:у=8ВсС:04, 
точно также, если ка плоскости пифемьы: 
2А+УВ+0=а0, 
то я, ул 2 павдутся изъ уравненй: 


#:у= ВК: КО (+2): в =40: БК, 


Е-у-а 


гдВ К есть точна пересзченя АХ съ В0. 
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Наковедь, если въ простралствв имбем: 
ФА--УВ-к 2 О-+3Е = в, 
10 2, у, в и. 9. найдутся изъ уравнен!; 


; 9: #= ОБ: СР; (8+9): у= ВК: КЁ 


хуи о== 
и 


(у--2+0):1=АЕ: ВК, 


тдё Д есть точка перееёченя прямой 4Е съ плоскостью 
ВОТ, а Г--точка пересфчешя ВЕ съ прямой РО. 

Такое опредвлене положешя точки дасть намь систему 
однородныхь координать, которую легко ввести къ системв 
Декартовыхь координать, если удалить вершины В, Сир 
основнаго тетраедра въ безконечность. При этомь вызсто 
м5рныхь точекь В, Ои Ш мы получнмь отрзки пройз- 
вольной длины, и тогда представить еЁ вь видф суммы 
основныхь мфрныхь точекь будегь значить прибавить къ 
мфрной точкВ А кратности @ три отрёзка, инЗющихь за- 
данное направлене въ пространств. Для сотращеня числа 
парамотровь можно коэффещенть @ положить равнымь 
единиц. 

Изь предыдущато слдуетз: 

1. Что равенство 


Хе А, =0 (1) 
зеегда имзеть сл5дотыень: 
Ха, =0 


и притомъ каждая изъ ифрныхь точекъ равенства (1), взятая 
© коэффищентомь, обратнымь по зналу, можеть разомат- 
`риваться камь сумма вефхъ оетальныхь съ ихъ коэффиц- 
ентами. 


2. Если ве дано, что 
За, =0 
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я если при этомь вез и равоматризаемыхт точекь расиоло- 
жены на такомъ пространственвомъ элемент, положене 
хотораго въ пространств опредфляетея положенемь я—1 
"точекъ, то 


За, А, =0 
Въ противном случа Ха, Л, выразить с0б0ю векторь 
опредфяенной длины и направлен!я. 
3. Вии 


аА +В 80-90 = тМ - в МР, (8) 


то точка, равная сумы мёрныхь точекъ первой части урав- 
нени (8), лежить на плоекости ЛИМР. 


4. Кеди 
аА + ЬВ-- еб иМ-+- М, (4) 


то плосносзь АВО дёлить отрок ММ вв отношении : 2. 
5. Екли 
вА+ЬВ = тью М, (5) 


то векторы АВ и ММ ямфють общую точку, и притомъ 
эторой длится первым в; отвошени я :1и. 

8 10. Геометрическя приложешя едожещя векторов п ыЪр- 
мыхь точекъ. 

Сумин двухь благасныхль 

Если, взявъ дв постоянных точии А п В па нфкоторой 
ирямой, иы ‘будем разоматривать екстому точень О, опре- 
двляемыхь равенствомъ 


вА--ЪВ == (+5 0, Е 


гд8 ап В суть дВИствительные перемфниие параметры, то 
увнал система точекь ныйеть ближайшим оснозанень (91) 


прямую и носать назлан!е ирлмолинейнию ряда точекъ. 
3 
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ели взявъ на другой прямой рядъ, опродёяяемый равен- 
ством 


а ИВ" = (4) 0", (2) 


мы условвмея разематривать пары точекь Си 0” перваго и 
втораго ряда заюя, чтобы 


ЯР =8:6, (3) 


то два ряда точень О п С’ называются подобными, & пары 
точекь Ош С’ соотопиственниии. Отвощене 


АО: СВЕ: а 


мы будемь называть часйуныме отношенеме трехъ точень 
ряда 4, Ви 0, разсматриваемыхь въ опредфлепном порядк®. 


Еели въ рядохь (1) и (2) принять частныя отношения рав 
ными нулю или безконечности, то мы получимь ияры с001- 
зЪтетненныхь точезь А, А’и В, В’. Есза зе принять 
чаетныя отношеня равными — 1, то мы получимь (8 7) 
пару соотвтетвенныхь точек, удаленныхь въ безкопечность. 
Итакь бозконочно удаленяой точив одного ряда въ ряд по- 
добномь ему, соотвЪтствуеть тажже точка безконечно удален- 
ная. Въ частномъ случа, когда въ раленетвахь (1) и (2) 
ЯВ-=АФ, ин получаемь до родные ряда. Если таке два 
рядв изложить олинь ва другой такимъ образомъ, чтобы 
отрёзки АВ и Л’В’ совиади по длин и направлению, 10 
при этомь очевидно (3) совыфотятся другь съ другомъ и ве} 
остальняя пары соотьбтетрепимхь элементовъ. 

сан им условимея точкам перваго ряда считать соотвёт- 
ственными точки втораго рада, опред®ляемыя увлошемь 


| 
р @) 


тд Ё произвольное дЬйствительное чисшо, 20 ряды (1 и 2) 
называютея коллинеарномни, иначе зонорафичаскими, или же 


— 86 — 


проэмишоными *). Въ проэктивных рядахь безконечно уда- 
ленной точьв одного ряда соотвётетвуеть конечная точка, 
другато ряда. Посяёдняя зовется иротивоноложною точкою 
ряда (Сезепризо). Примфиаяя равенство (4) въ двум ларамъ 
воозвфтетвенныхь точень, мы получаемь послё дЗленя и 
замзны частныхь отношенй 4:6 отношешями воотвтевел- 
ныхь рарь отр}аков»; 


240. Ар 40’ АТ 5 
ВОВ бВ ОБ’ ©) 
Поедфдпее воотвопеше носить названо равенстше саомоныяе 
отнотеняй. Итакъ слонов отпотенше четирехь точекъ ряда, 
взятыхь въ опредфленномь порядке, разно сложному отно- 
шенНо четырехь воотьфественныхь имъ точекь проэктивиаго 
ряда. Сложное отношеве четырехь точекь ряда А, В, Сир 
мы будемъ обозначать: 


О (АВС. 

г 

Еели въ первой чаети урззненя (1} пережвицить знак у 
ковффищента при лторомв слагавмомъ не обратный, то мы 
полузамъ ибкоторую новую точку ряда, дВлящую отрзокь 
АВ въ томъ де отношени, Четыре точка рада А, В, Сир 
обладаюция тВмъ свопствомь, что отрфзокъ, ограначенный 
двумя изъ нихь, длится двумя остальными внутренне и 
вифзшне въ одномъ и томъ же отношенш, называются Фер- 
мончески сопрловенными. Оложное отвошеше четырехь гар- 
моническихь точенъ ряда рапно —1. Ясно что, въ проактивныхь 
радахь четырем» гармоническимь точкам одного соотв 
вЪтетвуютв четыре гармоничеекя точки друтаго ряда. Зам! 
чимъ, наконець, что вели мы, имя дьа проэктивныхь рада 
(3) и (2), перемёнимь во втором рлду мфеть ноэффищен- 


*) Первое названо дошо Мебрубонт, второо ТИадемт, & трогье Шей” 
вором. 
3 
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товь а’ и 0, то получимь иозый рядь, прозитивный ез ря- 
домъ (1) и равный ряду (2), но противоположнаго направ- 
леня съ посиёднимъ. 

Если зъ ривенств® (5) взять выфето точекь Они 0’ со- 
отвфтетвенио Ми №, дв противоположных точки яалихь 
рядовъ, то получим: 


М.М = МВ. В' = [О] 


т. в. произведен!е разетояв!й противоположнихь точенъ двухъ 
проэктивныхь рядовь отф’ пары соотеЪтечвенныхь точекъ 
есть величина постоянная, 

Если оба ряка расположены на общемьъ основан то при 
1 `> 0 рады ныфють противоположное направлен! (т. е. пря 
движени точки А вираво точка А’ дилжетея дафво и обратно); 
при в < 0 ряды имоть одинаковое изправлеще, 

Еели два проэктивныхь ряда расположены на общемь 
оеновани такниь обревомь, что ихъ противоположных точкв 
Ма М, созмадмоть, то ихъ соотвЪтотвенлые элементы олре- 
дЬляются изъ уравнеыя 


Од. 0 = = в, (1) 


ТАВ О та точка, съ которою совпази точки Ми №. Таше 
два проэктизнихт ряда зовутся чноолюшонно соотоютетвен- 
ными. Они обладоють тбмъ свойетвомъ, что если точка А 
перваго руда имфеть соотьфтетвенною во втором ряд 
точку А’, то та же точка. 4, хакъ принадяежащая второму раду, 
въ первомъ рад иметь соотвётевенною себ опать ту же 
точну 4’ (7). Совокупность двухъ инволющюнно соотв$тетвен- 
ныхь рядозь на основан этого можеть быть разематризаема 
и камь зависимость между точками А и 4” одного и того 
же ряда. Такая завиевмость между точками рада зовется 
циволющей оторой степени; соотобтетвенныя точки А и 4’ 
называютея при этомъ соирлясенными, точка О, сопряжен- 
нал безконечно удаленной точи®, называемая уентроме инро- 
дю (7). 
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ИнволюгИя называется иилеуболическою, асли и* <30 (7). 
Въ пей отрёзки, ограниченные двумя парами сопрященныхь 
точекь, воегда лежать одинъ внутри другаго; въ такой инво- 
лющи ка равстояняхь равныхв зы 076 центра О ченить 
нара точекь 20 и М’, изъ которыхь каждая еопряжена сама 
себф. Таыя точки М и М” суть двойвыя точки нивомощи; 
введя ихъ, мы можемъ уравнене (7) написать въ такой форм: 


Од. ОА’ == ОМ? == ОМ", 


970 показываеть, что пара солряженныхь точекъ таперболи- 
ческой инволющи вмВотВ съ парою двойныхь точек суть 
точки гармонически сопраженныя, Посивднее обетолельство 
позволяеть выразать пары сонраженныхь точекь Аи 4” 
типерболической ияволющи еъ двойными точками М п М“ 
тациии двумя уравнения: 


а +- М’ = (@--5А, ® 
аМ — м =@—5 4, (9) 


тд @ и В произвольные дёйствательные параметры. 

Инволющя называется эллаптическою, вели < 0 (7). В 
хей одна изъ пары сопряженныхь точеюь лежит зеегда 
вяутри, & другая ва отрёзка, отраниченнаюо произвольной 
другой парой (7). Въ эллиптической инволющ и на разетоя- 
няхь оть дентра равныхь == # зежить пара проетыхь 60- 
пряженныхь точевъ. Двойныя же точки инволюц мнимыя и 
лежать отф центра О на разетоян 


ОМ= =ву=л. @9) 


Если въ уравненыхь (1 и 2) взять виёсто мфрныхь точейь 
векторы св произвольным общемь началонь, то позучимъ 
два уравневя 


в ОА --0В = (@--5) 06 {10 
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п 04 -- гов’ -- И) 06", {13} 


хоторыя будуть представлять собою ди системы векторов 
в5 началоми въ точкахь Оп 0’, и концами въ точкахъ пря- 
молинейныхь рядовъ (1 и 2). При этом, соглаено 85, отно- 
шение $:@ выражается такъ черезь отношеве площадей 
треургольняковъ; 


р:а== 040:008. {13) 


Ееди въ уравненыхь (11 и 12) взлть точен О`и 0’ таквыъ 
образомъ, чтобы ов дежади соотьфтетвенно ва перпенди- 
зуляракь, возставленнихь къ средлламь ливШ АВ к АВ’, 
10 въ уравцевяхь (1 к 12) основные векторы ОЛ и 08, 
О'А’ и 0’Б’ будуть между собою попарно равны. Ташя 
системы вевтороть, предотавленнихь въ вияВ суммь двухь 
обновныхь векторовъ разной длины *), но съ разнимя 09ф- 
фитедтами, мы будем» обозначаль черезъ 


@(0А) + КОВ} = (в+8)06 09 


и называть ирямодинейными пучками векторов; & каждый 
отдфльный векторь лучемь пучка. Равенство (13) можеть 
быть надиедно въ таком случа® въ вирь: 


$: == 400: в00В 


Отпошеве зи. 400: зи СОВ мы будемь называть чаетнымь 
отнишенемь лучей пучка ОЛ, ОВн 00. 

Щель назвать сложиыиь отвошещемь четырехь лучей пучка 
Од, ОВ, ОС в ОР отношене 


#400. в 40В 
вп СОВ ` в РОВ’ 


то изъ уравнения (13) въ связи съ уравнешемъ (2) 65 ©л6- 
дуеть, что сложное отнолеше четырехь лровктирующихь 


*) После дли простоты можно пруииивль равивзия единиц илины., 
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лучей пучка равно сложному отяошенио четырохх ‘точекь 
рида, ибо 


20 АР 040 04 400. в 400 1 
05: 28-008: ОФВ и бОВ: в БОЕ. (5) 


ели лучи нрянолинейнаго пучка проходять черезь точки 
иБкотораго ряда, то рядь и пузокь въ такомь положеня 
называлотея ивренениицеными, а луть пучка и точна ряда, 
лежащая на немъ, соотвётетлеянымя; пря этомъ радь назы- 
зается сЪчешом» пучина. Шели мы вмфемъ два прямоланей- 
ныхь пучка лучей съ парамв обновныхь элементовь: ОЛ, 
ОВ и 0’, О’В' 1 ела ны условныев, чтобы 


&% 4'0'0’ зв 400 
зи ’0— " в 00В’ 46) 


то таше два пучка зучей зовутся холинеарным пли зомо- 
зрафическими, нли проэетивными, в лучи ихь Обл 0'0’ па- 
рою воотафтотвенныхь лучей. Изъ. сказавлаго при виводв 
уравнения (5) слёдуетв, что сложное отнопен!в четнрехь 
лучей пучка разпо сложному отнощенио четырехь соотвт- 
ственныхъ лучей проэктивнаго пучка. 

Если ин пыбемт пучекъь прямозянейныхь лучей съ основ- 
хими лучами О’А и О’В’ я прямолинейный рядз 6ъ ослов- 
ными хочкамя Ал В и если мы ублбвимея очатель 56 ниха 
соотьфтотвенными зашы дары эдемептовь 0'С’ п (0, чтобы 


зп 4'0’0’ Ас (т) 


10 пучень и рядь зовутея проэктявниыи. Ясно, что т® иро- 
экзизномь рядё и пучьВ сложное отнонене четырехтб т0- 
чека ряда равно сложному отношенно четырехь воотвЪи- 
ственныхь имъ лучей пучка. А отсюда въ свизи ©5 урявне- 
зеиъ (15) слфдуеть, что пучки и ряды, позученные друг® изъ 
круга при помощи ряда проэктерованиг и ефчен!, провкливпы 
между 2обою, 
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беобыя точки ряда и обобые лучв пучка. 
Если въ рад точенв 


24-58 == (в+0)6 


полотить $==и, то мы имфемъ точку, лежащую въ срединв 
драмов; положизь же В==-и, мы имфемъ тармонически 
сопряженную ей точку безконечно удаденную. Равнымъ обра- 
зомъ, если мы имфемь пучень лучей 


а(0А) + КОВ) = (а+9) 06 


ц поломжыь 6-=а и ф=-— 0, 10 мы получимъ бисекторь 
угла АОВ, составлениаго оенозными лулами пучка, а бисен- 
торъ донолнительнаго угла. ДЬйствительно пуеть [6]: 


&{ 0.4) + «{0В) = 2800. 


Чотда, наложивъ треугольвикь АОВ обралною стороной его 
это лиоскоети натоть жесазый треугольникъ, мы заключаемь 
зелфдотые законовь однозначиости 


6. в А и перенстительности сложен, что 
с  УГвы СОА п ВОС равны. Въ случа 
п. — 3 26 -=—в мы, перембнивъ направ- 


в лее ОВ въ прамо противополож- 


ное, убЪждаемся, что разность векторов разной длины дфлитъ 
мополамь уготь между направленемь одного вектора я про- 
должешемъ друтаго. Разекотрькные элементы пучков и 
радовъ могутъь быть названы особыми ихь элементами, 

$ 11, суние трегь ибрныхь лочекь я трехь зекторовъ пдо- 
окаоти, 

ЗТоомеуричеекая ©%5ь. 

Давы четыре точки плоскасти 4 В, Св В [1]. Если 
3$ уравнения 


4 4-58 +0 = (а В @) 


перенести слагаемое сС но вторую чаеть, то получаем: 


— 4 — 
дА + 36 — (а--0+0) 0—0; 


ини по 89 слЪд, 5 заключвемь, что проокшн Г Кия М 
точки 0) изъ протлвоположныхь зершияъ на стороны АВ, 
ВО и ДА дёлать эти посдёдея соотьЁтетвенно въ отнотен!и: 


Вр —.6, ОК 6, АМ с 
ТАТР ИВ с’ М0 в’ 
отвуда слздуеть, между прочимъ: 
СК.ВГ.АМ = КВ.Г.4.МЩ, (2) 


иевфетная теорема геометра Чевы. 
Соединяя точки К, Г и М прямыми, мы позучамъ тесть 


новыхь точекъ пересвченя съ шеетью прямыми, еоединяю- 
зцими поязрио точки 4, 
В, Св. Соединая ло- 
дученныя точёв прямы- 
ми, мы получаем рядь 
новыхь прамихь и т. д. 
Совокупность вевхь та- 
кихъ прамыхъь и точекъ, 
полученных» при цомо- 
щи четнрехь данныхъ 
. зочекь 4, В Ок В, 
Меб1уеь продложиль вазнзачь зеометрическою стью, а ч9- 
тыре данныя точки задеными зиочнали спяти *). 


Вычитая равенства 


«А-В = (а-в Г, 


получаемь: 
$8—в0=(“-Г-(а-еМ, (2) 


т.е. ($8, 5) линя ГМ дбаить лнвйо ВО выЪшне зь огно- 
шенл $: с, & потому ели 


*) Мввме, В. 0. 5 200, 
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ЪВ— 0 = в+В Г — (+90 М=0— Е, (4) 


то точна К, гармопачески сопряжена точкВ К отноевтедльно, 
точекь В и (С. Если перемёшщель ФД здоль лия АК, 10 
лешя ЁМ будеть все время проходоть черезь №; иначе: 
Магональ ВО полнаго четиреугольняка А.Д едите двумх 
другими малояалама гарионичесии, 


Итакъ на основан уравнения (4) 
А-В = (а Г, 
В —б=0— К, 6) 
2—0 = (М, 
откуда получаемт: 
@- Е +09 Е=(@ М, 


т. е. чотвертыя гармоничееня точекь Х, Г и М отяоеитель- 
но вершинъ треугольник» АВО’ лежать на одной прямой. 
Праная эта ест прямозинейная поляра точки 0 отноек- 
тельно совокупности трехъ сторонъ треугольника, разема- 
триваемыхь каз кривая третью порядке. Она лосить. 
названо зармонинальной прамой точки 2. 


Еели сотлаено (5} въ уравненм (2) замфнить ВТ: [4 
черезь ВГ, :Г,А то имфемо: 


ОК.ВГ, АМ = КВ. А.МО, [о 


теорему Мевелая относительно треугольника АВС и свку- 
щей ИК. 


Изь уровнен (5) получаем 


($—®К, + ад == (аА-+5В)—в0 = (в-6 М, +В 


1. @. прямыв АЖ и ВМ, пересвваотсл въ точкВ 0, гармо* 
иччески сопряжонной точк8 С относительно точекь Си №. 
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Кром точки 0, можно разсматриваль еще точкя 2), и 2; 
относительно паръ точекь В, Ди А, К. Разсиатриваемыя 
точки имфоть уравнены: 


А +-0В—с0 == (+590, 
44 +в0-—ЪВ == (449--6) 5,, (7) 
В--е0— 4а = фче- Р,. 


Точки эти Ленуенъ предложиль казмвать сопраженними 
съ точкою О к подробно разематриваеть их въ одной изъ 
свонхь сталей, относящихся тъ тажь называемой геометрие 
треугольника*), Прибавивт къ обфимъ частямъ уравнешя (1) 
по @А, получаемь: 


За -- ВВ + 60 == (&+ 0-56) Фа а4 == (а+0) 7 + (а М 


А потому, обозначая точху’ пересвченя 40 съ 2. черезь 
Р, пымфемь: 


Зал -- &В-+с0 == (2а--5 +6 Р. {8} 


Присоединяя сюда еще два подобныхь уравкены, мы полу- 
чим» рыфстВ съ уравневшями (8) уравневя слеети точекь 
пересучены линй ЕТ, ГМ и МК съ тостью дивями, в0- 
едивяющамя глазныя точка вашей’ ефти. Оъладызая и вычи- 
зая вновь полученныя уравневя, мы получимъ рядь. новыхъ. 
элементовь цашей сти. При этомъ каждое новое уравнене 
будеть выражать собою я положен точки па прямых, раз- 
смотрённыхь ранфе, и въ то же время показывать отноще- 
з{е позучающихся при этомъ отрЁэковь (5 9, 5). 

Можно обратно, задавшиеь заранфе поломешемь ифкото- 
рой точни тоометрической сфти, найтя ет урарнеше а также 
и отношене, вв которомв она дфлить разстояше между лю 


*) Е. Бемоше, биг 198 ров 2580048 Фи Ман Фа В вае АВС, 
Азвоофамоп #таловй80 роще Гаувлевиерь 408 зсТелсев. Сопвхйз 40 1018, 
Вбалес ди 8 зербетьте 1884, 
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бой парой точевь ефги, зежащихь съ ней на одной прямой. 
Каь прашбрь задачи такого рода, найлемъ уравнене точки 
Е пореефчешя лин ОГ и Г.А, нашей ебти и отношене, 
3Ъ котором дВяять другь друг тВ же отрёзки. 

На основан предыдущего, беря 7, А и 1) еъ тмин 
козффищентами, съ которыми ошя зошии въ ихъ уравненя, 
мы можем» написать: 


(@+5) Ь— 260 = (8-58) [+020 А, 
тдь 2 в у т числовые множители, ий которые нахо умно- 
жать отвоменн с: (44-5) п 6—0): (4—8), чтобы получить 
искомия отношений, Подставляя въ посл днее уравнев!е змёето: 
(а-- 5) Г, (4—6) Г. и ©—9 К, ихь выражены черезь основ- 
ныя ибрныя точки, пыбемь: 

вА+58 —160 = ад —5В нуВ — 90. 
Сравнивая коэффищенты одинаковых» основныкъ слагаемых», 
находимь и==у==0, а потому: 
{2-+-5—20) Е = (4-0) Г — 260 = (#@—® [--Ж—оК,. (9) 
Итань отрфзокь ГО длится вышине въ отношеши 9 : (#+-$), 
а отрёвоть Г.Ю, внутренне въ отношешя 2—6) : (в-5). 

Подобвымь же премомъ легко обнаружить, что елолное: 

отношене 


(ВОО) =-— 8, 


тдь Е точка гарыолижальной прямой точки 1), лежащая на 
лини 02. 


ДЪиствительно изъ урезнешя (9) получаем: 


{#-—5—96) Е== (в++0 2—8 0 


(2-+5—120) Е== 3(а--9) Б- Зач нор, 
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откуда 
ЕЕ: Г == З(а-+ф-н 6): (&+$-9%), 
ЕС: 02 == — (а+ф-+о) ; (а+- 96), 
ии 
ЕЁ. ЕО _ 
тд = * @0) *) 


Взаимно лего выразить венторт, ограничений двумя про- 
извольными точками сти, черезь сумму трехь основныхь 
зекторовь АБ, ВО и 04. 

Для примёра найдемь выражеше вектора Г, К, Уравии- 
вая козффищевты при Л, и К, въ уравиенахь (5) п вм- 
читая ихъ, получаем: 

(4-9 6-—6(К—Г,) =@а-—9) 68-9 6—9 (@4—18). 
Иин, замбняя разность м5рныхь точекъ одинаковой крат- 
ноети черезь векторы (87) имфемь: 


(#—5) $-О0Г,Е, == АБ + еВо-+-сй ОА, 11) 


Или 


@—9 5—6) 


50 ОСА 
-- 
966 


==“; (12) 


АВ 
ЦЩЕ=ы 

6 
Присоедвняя сюда тождество 


*) Послфдиве соотвознение есть слфдетые слФдующаго болбе общато: 
если иы ныЪемь прамозивейвую молру полоса О озповительно нфко- 
торой кривой эРаго порлдна и провелемъ перегь О прямую, лересфка- 
ющую хашу кривую въ точцахь А, Ма....Аи, & нодару въ точк® №, 
то веегда нузель мото соотнощене 


од“ ом’ 
мам, 110 тоао, 
ид 
Яд -=о 


{Т.. Огетоне, Тибтобимоне д паз фвома пеотебЧеа {ее сигуе але, 
Метоме деПо Нэйино &1 Во]обта Т. ХИ. Воюбав, 1861, р. 814). 


— 46 — 
АВ ВО 0А-0, 


мегко иснлючить любой изъ ревторовь второй заети ра- 
венствз (11 и 12). 

$ 13. Плоефл слетены. Коллииеарноеть, сходехво, подобе п 
равенство плоскихь снотемф. 

Имфемь три осповныхе мзрныхк точки 4, Вя 0. Умно- 
жив ихь соотвЁтетвенно на перемфниые параметры а, бис, 
получаень: 


аА +: 6В + 60 = (@+ 6-0) 0, (1) 


‘уравнене, выражиможщее слозему мёрныхь точеюь съ ближай- 
шимъ осиовашемъ на нлобкоети. Таван система носнеь на- 
звайе иоской системы, Если мы, пыёя А’, В’и С’, основпия 
точки ифкоторой другой плоекоети, умножинь ихъ соотввт- 
отвенно нё 1В же самые параметры, то’иолучинт: 


а.’ + ВВ’ 60” == (а 0) 2’, 


другую плоскую снетему, причем точка 0’ называется с10д- 
ственно соотеътетвенною отноентеньно точка 0 первой сп- 
стемы, если поэффищенты при оснозвыхь точвахъь обфихь 
вистемь равны. Въ сходетвенныхь илоских6 системах отЕо- 
шене нлощадей двухь соотвфтетвенныхь треугозьниковъ 
веть число постоянное, равное отношению площадей основ- 
выхь треугольниковь ° 


480: АВС’. 
Дйетвительно лусть: 
аА--ЬВ + 60 = {ав +) В, 
АВ еб == (а +с,) О, 
)2,, 


6: 


а. 4-6. В + бы (ав. 
и пусть 


6.5.0, : АВб=Ь, 
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т # есть опредфленная фунащя коэффацентовь а, 5, с; для 
зторой системы имфемъ такие 


Р’р’, Во’ 


отеюда одВдуеть: 
2.0, :2,' 0, В,’ = АВО: АВС’. 


А потому вообще отношеве площадей лвухъ соотвфтетвен+ 
ныхь фигуръ въ сходетвенныхь плоскихь системахь есть 
чнело постоянное, 

Если въ первой части уравнены (1) одлюь изв коэффи- 
щентовь равенъ сумы двухь друглхь, ввятахь съ обрат- 
вым зпакомь, то мы получимь точну безконечно удаленную, 
приявнъ. ей и во второй плоекоети будеть также епужить 
соотвфтетвеннот точка безконечно удаленная. Такныь обра- 
зомъ въ сходетвенныхь системахь бозконечно удаленным 
Зочкамъ одной будуть соотвфтотвенными въ другой систем 
таюже точки безконечно удаяевныя. Можно показать, что 
отношене пары параллельныхь вевторовъ одной сиетемы 
равно отношеню пары сходетвенныхь имз (такие параллель- 
ныхь) векторовъ другой системи, причемь съ перемфною 
напразленя веяторовъ отношеше это мфняетел; но мы ие 
будешь на этомъ останевлинаться. 

Если осковные треугольники обфихь еябтемз подобны, 10 
мм получаемь вмето еходственныхь двф подобныя плосшя 
системы. Въ нихь отношове соотафтотвенныхь векторовъ 
по вефиъ направленяыь одно п тоже, 

ДазЪе, осли осповные треугольники вЪ обфихь системахь 
фавны, то мы нывемь дз равныя плоешя системы; сход- 
ственныя точки ревныхь системъ вс совмыщаютея, если 
привести въ совпадене однолменныя вершины освовныхь 
треугольниковъ. 

Что касается понямя о сходояв8 (аи аз) паоскнхь си 
стеши, то оно введено впервые въ теометрю Эйлеромъ*), 


*) в. ЕШег. игобасНо 1 Аполуза ‘обама. Ролл. И, вар, ХАЗИ 
Те знойщийте её атИайе Наватит сштуаеот, агНей, 442, 
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залвыъ разъяснено и окончательно установлено Меб1увомъ *). 
Наконець, если мы будемь раземалривать вмфетВ 6ъ 10+ 
кою первой снсчемы 


аА + 5В + в( == (а+5+0 0 
точку въ другой систем, опредълнемую равенством 
4.4’ +- ть В' += о" == (а+тф-ьто) ТУ, {2) 


то тая двзенотемы точекь называются воллинезрными **). 
Назване это дано Мебтеомъ такому соотвЪтетвно точекъ 
двухь плоецостей потому, что точкамъ, лежащим ив одной 
примой въ перлой. сиетем%, во второй систем соотвтетву- 
ють точки, лежашя также на прямой лини, Мебусв при 
вомощи нозаль Барвцентрическаго иечиелени зпервые нод- 
фобно ивучаль свойства такото собтвтотыя плоскостей. 

Укажемъ на пФкоторыя свойства коллинеарныхь систем. 
Изь ураввенй (1 н 2) видно, что 


вос 
пе влечеть за е0бою 
в и яс == 0, 


& потому точкамь, лежощемь на безконечно удаленной пря- 
мой одной системы, воотв®тетвують, вообще говбря, точки 
прямой, лежащей на конечномъ разетояши въ другой систем. 

Изь метричеекихь соотношенй вь двухь коллинеарныеь 
системахь слВдуеть упазать на слбдующу: 

1) В» коллинеарныхь снотемахь вмфеть мото равенство 
сложныхь отношеы отрЁековь, ограниченныхь четырьмя 
точками прямой лиши п четырьмя соотаБуетренными ных 
точками коллинеарной снотемы:; 


(ММРО) == (№№РО). 


*) Маша, В. 0. р. В. 
=") Момив. В, 0. р. 801. 
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3) Инфеть мбего равенетво сложнато отпошея площа- 
дой треугольнияовь, ограниченнихь шестью точнами одной 
систены, разсматриваемыви гъ опредвленномь порядкЁ, ни 
воотиБтетвенныхь пыъ паощадей въ коланнеарной сиетемв; 
а имепно, вели мы условиыся обозначать 


КММ КР 
ММ: РОГ = (КТММРО), 

+0 дня соотьфтетеныхь точокь поляинеариыхь слетемь 
лифеть равенетио 


(КЕММРО) = (ГМ МРО). 


Мн не будем здЪеь приводить хоказательства поеяфд- 
мяхь предложенй, имфя въ виду сдблать ‘это вловивдетея 
при пзучени дзйстый надь площадями. 


$ 13. 9е0был точки и прамыя треугольника» 


Условимея обозначать черевь а, $, с длины сторопт, осиов- 
паго треугольника, хежащихь протявь пермяшь умовъ А, 
ВиО. Соединимь овобыя точки, опредзляемыл парами вер- 
тинъ треугольника ($ 19), ез протявоположными вериинами. 
А именно пуеть: 


В--0=24; С+ А-ЗВ; А + В=90. 


Отеюха слёдуеть, что 


ЗА.-- А-В. В-=20, + 04+ В-- 0-30. (1) 


А потому ляня, соедивяющия першини треутольнииа съ’ сс> 
рединами протяпоположныхь сторонъ пересВкалотся 2ъ одпой 
точкВ С, центр тяжести треугольника, и длятся вх вей ве 
отношении 2:1. 


Разсматривая вмстВ съ центромь тяжести треугольнике, 
еще три точки еъ ним сопращенныя ($ 11), мм ные 
4 


— в — 


В-+-06-А=А 
О-+А—В=В 
А-+-в—б= 0 


Вичитая первыя дв уравнения, получаемъ: 
В'.— А’—= (АВ) пли А’В’=2 ВА. 


А потому А’В’О’ есть треугольникь, описанный около АВС, 
при чемь стороны его 48’, ВО’ и СА’ соотввеетвенно 
параллельны сторонаиъ АВС но обрално ивправлены; отно» 
шене Яны соотвзтезвеняцхь сторонъ равыо длвумъ, Рав- 
пымъ образомъ особые эдемедты пучковъ (8 10) съ дентрами въ 
А, Ви С п 6 основными венторами, направлен!я которых 
созпадаютъ съ лаправленяни сторонъ треугольниковь, пере- 
оЪкаются соотвтственао въ одпой и той же точкВ. А 
вменно: 


А-В 400=(@-+ 3+0 0 (2) 


есть точка пересчевя лин, дблящихь пополамь внутрен» 
16 угуы треугольника (8 10), т. в. центрь круга, впиеви 
нато вв треурольникь АВО. 


Разсматризая точьт, сопряженных ($ 11) точкВ (8), мы 
получимь центры кругозъ, вифине впасанныхь зъ треугодь- 
никь АВО. Они дфлать зызотф съ центроиь хруга, внут- 
ревне визеавиаго, каждый изъ бисентровь треугольника 
зармоничесьи ($ 11), Уравнеше центра вруга, вв шие вли- 
саннаго и касательнаго къ сторон АВ и уъ прододженяих 
двухь другижь сторонъ, есть 


А +В —с0=(@8+5-—90. (3) 
Замфтимъ, что иваче уравненте (2) можеть быть написано тавъ 


А.В .С 
685 68 


АзпА += ВзтВ = 631040 6357 545. 


(4) 
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Равнимъ образомт уравнешо окружности, выфшие вписап- 
ной и касательной кь сторовз АВ, аначе выразятся такъ: 


Ат А + ВтВ— СО == 40, наи Ра 2. (5) 


Легко получать уравнеше центра О’ круга опиваннаго изъ 
общего уравненя точки пловкой сиетемы, написано въ 
таной форм%: 


500’. А + 040’. В АВО’.0= ВО. 0". 
Отеюда для 
А0' = В0’ == 00° 
позучаемь: 
зто А -- Вата В ь (520 == 4О’зи Аян Вен 0. (8) 
Если 0” есть основан высоты й,, то изъ равенства, 
"Б.А + А0”.В = АВ.0" 
сафдуеть 
АНА ВВ -- (ИА ЦВ) С”; 
3 отсюда ясно, что три высоты треугольника везр®чаются 
въ одной точ Н, опредёляемой уравнешенмь: 
АНА -+ВинВ- ОцС= НудювВус. {7) 
Еромф того елЪдуеть указать на точку Р, опреяфляемую 
равонствомъ 
(А+В)--а(В+0) - Кон) = +0 Р, 
ити 
(6-6) 4--@-а) В--@-5) == + 6+0)Р. (8) 


Точка эта ееть центрь тяжести срединъ сторон "треуголя- 


ника, нагруженныхь массами, пропорщолальными диинажъ 
4* 
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соотвфустленныхь сторонъ. Если пранять, что периметру 
треугольника есть матеральная однородная пин, чо Р бу- 
деть центромь тяжести периметра треугольника. 

Наковець заслуживаеть вниманы точка № средина век- 
тора О’Н. 

Завиенмость между особыми точками треутольника. 

Согласно 8 10 сумна век- 
торов® 0’А-+ О’В перпен- 
дикуларна иЪ сторон АВ 
х проходить черезь ея сре- 
диву. Легко показать, что 
18] 

0'4А + О’В-= СН. 


Абйствительно, взязв вмЁ- 
сто мфрныхв точек ть 
уравненми (7) векторы съ 
общимь началомь эъ точ 
С, чиъемъ: 


ОН == САсиВ ой 0 + ОВсю ед. (9) 


Гавнимь образомъ, беря въ уравнения (6) зыбсто мёрныхь 
хочень векторы съ концами въ точкахь Аи В, получаем 


40'А. зп А тВ.в0 == ВА. #3 В-- ОА. 30 
40'В А.В. = АВ. 983 А-- 0В.5190, 
откуда 
4вн. А. 5.8.00 (0’А--0’О) = 
== ОА В+ 0-02.) -- ОВби 9 А-кзи С — 98 В), 
или: 


0'4--0'В-=ОА. св В. 9б--ОВ. сд. С, {10) 


Сравнивая эго уравнене съ уравнещель (9), имфемъ: 
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0'А--0'В -= СН. {11} 

Прибавляя къ обфимт чаетямъ поолфдняго равенства но 0’О, 
мыфемть: 

ОН=0’А+0’В + 00’-=30'9. (12) 

т. е. центрь тяжести треугольника делим на лини О’Н и 

дранть разетояе центра круга опнедныето отъ точки 


зетр6чи высоть въ отнощены 1:9. 
Равнымь обравомт, схльдывая уравнения (2 и 8), получаемь 


А-+-В+-б=3Р--0, 


ИЛИ 
За=0--аВ {13) 


т, в, центръ тяжести треугольяиха двлить разстол!е между 
между цептромъ тяжести периметра и центромь круга вли- 
сапнаго тавже въ отношены 1:8. 

Изь уравнов (12 и 13) пмвенъ: 


СН-=30@ 0б=20Р; 
складывая, подучаемт: 
ОН=ЗО’В; (14) 


т. ©. лини, соединяющая центръ круга описавнатое съ цен- 
тромь тяжеетн перяметра, и лиш, соеднияющех центрь 
круга вписаннатго съ точкою вотрёчи высотъ, параллельны, 
одинахово направлены, п длины ижъ относнтся вашь 1:2. 

Оредана М лия О’Ы веть, какъ‘этопоназать Эйлер» *), 
цеитръ окружности, на воторой лешатт $ точекъ, & именио: 
средины сторонъ треугольника, средизн разотоашй точки 
оть верщинь п оснозаня высот, 


*) Эйлеру припиемваеть эту тоорему Теганем въ МонуоНез ДопаГез 4е 
Мизеланчиов, Т, Гу. 196. Примую О’ зовуть инотка пряною Эйлера, 
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ДуЪиетвичельно изъ ур. (12) выфемъ: 
20М=о’Н-= 0А-+0'В+050, 
или, такь кавъь А-- В=20,, 10 
2320—2006, =20М=0'0 (15) 


1. 2. лныя СМ параллельно 0’С’и равна половин радтува 
ъруга описаннаго, & потому окружность, онисацная рату- 
сомъ МО, изъ центра М, пройдеть черезь средины трехь 
<торонь треугольника. Возьмемь въ этомь кругВ мМаметрь 
0.0,, тохда: 
ЗМ, = О’С= МО— МО’ = МО-- МН, 

& потому 

22 =0-+Н, (16) 
т. е. врфедины разстолый вершину о%ъ точки Я лежать па 
той же окружности. Ясно, что овнованы высоть лежать из 
той же самой окружности, ибо С” есть зершина прямаго угла, 
опнрающагося ва Жаметре С... 

Кроиф того изъ уравнешй 


20+ Н=3@ 
п 0- Н=ЗМ 
сябдуеть 
4М=Н+36=А+В+0-Н {17) 


1. в. М ость пектрь тяжести точень А, В, Си В, паиру- 
женныхь равными массами, 

Точки 4, В, Си Ы обладають ввойстломь взаимности, 
т. ©, если М есль точка ветрёчи высот треугольника АВС, 
10 А точка ветрьчи высотъ треугольника ВОН и т. д, 0%- 
зершенно подобнымь ще образомь расположены точки 
0, 0, 0, 10, центровь круговь вицеанцыхь; причемъ можно 
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доказать, что дая ивхь МЁето точки 1 заступаеть точка 
т.е. 

40'=0+0.+0, +0,. {18) 
Итавъ центръ круга оинезинало около треугольника АВС 
есть центръ крута Эйлера (девяти точекь) дня гроугольника 
0, 0,0, =). 

Наконець легко обваружать, 370 центрь хруга описаннаго 
есть точка вотрфчи вывоть для треугольняка 0,’0,'0,', хо- 
тораго вершины суть цёктры круговъ, описанлыхь около 
треугольниковь АВЫ; ВОН в САН и что треугольники 
00/0, п АСВ равны. ДЬйствительно, тавъ кажь О’ есть 
дочка встрфчи высотъ треугольняка АВН и т. д. то 


МН= О'М, СИ =М0,, АМ- М0, 
& потому: 
@Н= 00,’ и 46 = 0,0, {19} 
94т0 мы и желали доказать, 


8 14. Точки Брокара, Ленуана и друмя. Хочки, положене ко- 
торыхь заввенть сть положена которой данной точки на 
плоскости обловиаго треугольника. 


Если мы вообразииь 060%, зто при точаль 4) Ви 6 
сторонъь АВ, ВО и ОД побтровны острые углы: 


ОАВ=080 = @04 ==, 


причемь 
бро == А +69 В + 846 


то точка @ носит назваше мочии Буонара, подобная ие 
другая точка опредфляетея услошенть: 


4) ВеЦамив, Е. $ 108. 
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0’ВА == 0’'0В = 4А0-=. 


и воепть ивзваню второй точки Брокара *). Изучеше различ- 
чыхь свойствъ этихь точень подало поводь Брокару раз- 
сматриваль въ плоскости треугольника кругь семи точек, 
носяций его дыя, и положило начало цёлому ряду язел- 
дозаый Лемуана, Нейберга я др., относящихся къ тавь на- 
зываемой теометри треугольника **. Первая и вторая точки 
Брокара имфють воотвётотвенко уравнешями: 


(2) 


тва, фи © каюны оторонь осковиаго треугольнока, Ниже 
мы укамемь простой епособъ построешя точекь Брокара. 
ели мы имфемь АВА. В, четыреугольниюь, около котораго 
жожно описать круг, то 4,8, зоветея автапаранлельною 
анней относительно лиши АВ, Средины воёхь антинарал- 
з@лей сторонё АВ треугольник» АВС’ зежаль на одной 
прямой, называемой Лемуаномь аниинараллельною мефаной 
<тороны 4В. Антвпараллельныя меданы трехь сторонъ тре- 
угольника переебкаютсл въ одной точке, которая носить 
назване мючий Лемуана. Точка эта имфеть уравнененъ 


А-В = йо, ‚ ® 


=) М. Вгосага, Вые ип пооуеаи сот е 45 Мал би Бала. Авзо- 
сайон емкое роцг Раувлестейв 405 вейелоез, Ооприбв Я’Алег, 1881. 

А. ЕльпееН въ оульй Рег Вгосага вебе УЧаке дев Отееока, МВ 
Нейа, 1889, указывает, что свойство хочекь ® и Я’ открыят влефвые 
Крелло в 1816 голу, носошв оставались мало мзвфезными до тйхь 
порт, пока Врохаръ свопый изояфдоранымя ве едблаль ихь доотол- 
1емъ гоометри. 

*) Указаще литературы у Ё. ошоте: АззобаНов Чтапедне ропт 
Таудцестоиь 498 6 опоов, Ооцагёз @е Сиецо а, Зедиое 13 006 1885. 
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и есть центръ тажеети треугольника, имфющаго вертинн 
въ точкахь основан! высоть треугольника. Она обла“ 
дветь тВызв свойетвомь, что дая нея сумма квадратовь раз- 
Стоян оть трехъ сторонъ треугольника веть шинпиия *), 
Изъ уравненш (3) ясно, что разветолнйя точки 1. отъ сторонъ 
треугольняев пропоршональны соотвфтолвенныюь сторо“ 
намь ($ 5). 

РаземотрВнных точаи и панй рядъ другихь точекь лло- 
свости треугольника могуть бычь получены изъ особых 
точень треугольника, если установачь опредфленную зави- 
симость между положенными резличныхь точекв плоскости 
треугольника. Раземотримь нфкоторыя изъ такихь со0т- 
отетвМ. 

1. Лемуанъ, чтобы получить точку Брокара изъ точки Ле- 
муава, разематраваеть вмбетВ оз точкою 


вА-+ВВ ---0= 2 {4) 
точки, опредваяемыя равенотвами: 
ав о 
тары В. {5) 


(6) 


называя первую прямою Брокарбюнекою точкою (в Вгосаг- 
бен Чиес(), & вторую обратною Брокарданскою точкою (в 
ВтосамНен гефгодгвае). Точки (Би 6) ногуть быть получены 
изъ точки (4) слВдующань ©060б0мф: если проэкщя точки 
{&) изъ противоположныхь вершинъ на стороны треуголь- 
вика АВС, котораго периметръ направлень против стр$фани 
чаеовъ, перенести каждую на смежную сторону параллельно 


*) Пфмецыю геомотры точку Лемуана зовутъ точкою Гробо на оело- 
ваши построешя, иредложеняато Гребе въ ЛХ тож архива Грунериа 
1847 г. 
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одной язь сторонъ въ напразиени отрфльи часовь, то сое- 
дяняя полученвыя тахимъ обравомъ точки съ противополож- 
лыми вершинами, мы найдемь точку, черезь которую прой- 
Хуть лев три ливш; нослёдняя п называется прамою Бро- 
харманскою точкой. Если ще совершить перенось проэкщи 
зв неправлени периметра, то получимъ обратную Брокар- 
Манскую точку *). Очевидно, что шесть посябдовотельннхь 
получен! прямыхъ Брокарманскихь точевь. возвращають въ 
начальной точиЪ, давая посидовательно точки еъ елВдующими 
хоэффищентами при слагаемыхь обновныхь тоянахь: 

ро ррнтьв рт. {7 
ПосхЬяовательныя шесть построешй обратной Брокардан- 
ской точка даюТЬ тВ ме точки въ обратномъ порядий. 

Обратная Брокарманская точка для’ точна Лемуаца (3) 
веть первая (1) точка Брокара, а прямая Брокарданекая 
той зе точкн вторая точа Брокара (2), 

3. Если въ рякВ точекь (7) взять первую н четвертую, 10 
такш точки нозываются обратными *®), ‘именно точки: 


«А-В + == (#+В--)М, 


(8 
1 1 

Вы 
В 
образный. Если проэютироваль дв образпыя точки язъ, 
вершины основвиго треугольника на противоположную с1о- 
рену, 10 проэкщи яхъ отстоять на равныхь разстояншхь 
оть средвны стороны. 


1о= 


*) $. Телоше сё №, Умаг. Море зиг (03 Ч бновьз Вгосат@ еле. Раф, 
1888 и дрря статьт Лемузаа, 

**) #. Тототе, Шобе бов робшёз гпуоквов, Рам, 1887. Ехиай ак 
Зона] @ов шобретаЙчиея зрбодоеб. 


— 59 — 


3. КромЁ того дя каждой точки плоскости треугольника 
‹уществуеть особая точка, которую можно пцазвать еотря- 
эженно-обратною *). А именно, есди дана точка 


А +88 +1 =ьМ, (8) 


$0, построивъдля М точки, симиетричныя относительно бисек- 
торовь угловъ гроугодьника, я соединяя вожлую из5 лолучен- 
ныхь тавимь образомъ точекъ съ отвфтетвевною зершиною 
треугольника, мы получныь три зав, которна веВ пройдутъ 
черезъ одну и туже точку №; точка М, и ееть очка в0- 
пряжевно обратная тозёь М *“), 

Можно получить уразнене точка М, , основываясь на сиЪ- 
дующеме. Есди мы имфомь лучи пучка ($ 10): 


(ОА) + в(ОВ} = 00 
р: #(04) + (ОВ) = 00", (0) 


то зено изъ значеныя козффащентовь % и м, чт0 ОСбк 00’ 
одинаково наклопены къ бисевгору ума 408. На оенова- 
тн этого, взявъ вмфозо уравнен!я (9) вокторное равенство 


ВАВ +140 = рАМ 
и переходя кв пучку съ девтрои»ь 4, нифем: 
ВВ) + 140) = АМ, 
поступая согласно (10), получаемт: 
дв) ВАО) = АМ", 


*) Тазаие Иа. $ 106 и 107 пазывабтф точки, обратную & вопряь 
жензо обратную, точками соиряженныхи первого г втораго рндг. 

*+)} Ср. Е. бабйар. Трвогетез её ргорШатез 48 @ бопаб ото @1ётепётге 
Раза, 1879, р, 62. 


тд8 АМ” векторъ, составляющий съ бисекторомх утаа ВАС 
такой ме уголь, коль и зекторь 42. Умвоживь послдиее 
равенетво на $6 и перехода отъ векторовъ еданиць иъ век- 
торамъ, равным длин8 сторонъ основнаго треугодьника, 
имфемь 


я с ‘ам“ 
АВ > Аб-= МАМ". 

В \ 

Составивъ подобное ше уравнене относительно двухъ дру- 
РихЪ паръ сторонъ освовнаго треугольника, мы заключаем, 
что полученные такимъ образомъ векторы ве пройдуть че- 


`резъ точку 


Точка М, и есть взаныно обратная точеВ М относительно 
основнаго треугольнихь, 

4. Наконедт сафдуеть указать на схбдующее соотв тетя! 
весьма общаго характера, которое позволить намъ уегано- 
вить связь между разлячнымя равемотр8нними элементами. 
Условимел точку В казыватв проиеводною двухь точень Р 
и 9, опредвляемыхь уравненями: 


АВВ 106 = {а +8 + )Р 


А 8, В +, б= (и --В-ти) 0, 
если [9] 
пл, А ге ВВ.В + ура (за, + ти) В- (12) 
Такую точку пе трудно построить, еели мы предварительно 
заменив сяёхующее свойство производныхь точекь. Вели 


реловиться обозначать производную точку № пачальныхь 
точекь Ри 9 зерезъ 


[Р9]=8, 
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то не трудно доказать, что, если мы имземь четыреуголь- 
нихь МММ, М, котораго протявоположныя стороны прохо- 
дять черезъь даф вершины 06- 
новнаго треугольника, 10 про- 
тивоположныя вершины четы- 
реугольника таковы, что 


МИМ,] == [ММ}. 


а 
АДЪйствительно, если 


ФА Ве бич 
и а’ 4-е В” В+ 1’О == (х +В") М"*) 


М = 44-9’ В-уб= А-В’ В-+у" С, 
откуда 
од р"В + бич") М; 
зочно также 
ФАНРВ-НО = (и М. 
А потому: и 
БИМ] = [ММ]. (13) 


На основа этого легко похазать, что, если мы иыфемь © 
центръ тящеети треугольника и, если мы будемф проэктиро- 
звать изъ веришини 4 точку Рназливно С@; а точку 9 на линно 
ВФ (пли наобороть) и воедвиим подученныя такныв обра- 
зомъ точии Е и Л) съ точками В и С, то лини ВЕ и СТ, 
пересЪкаяеь, дадуть тавую точку № что лянм АР пройдетъ 
черезъ точку А (12), 


*) Мы полатаемь хоэффименты при ибриой тозь А равными, ибо 
положене мёрикхь точент, завиенть только отв отиошенй ковффи“ 
щентопть. 
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ДБйствательно, легко видьть, что 
ВА-- ВВ-н тб == (9В-- )Е 
я т 4-+в,В--,б= Вор. 
Разсматривая четыреугольникь @ЕЕО, въ которомъ 
36 =А-+В+0, 
заключаем (13), что 
февр В--ть О = ФуквАнуь) в. 09 


Сравписая уравпеня (12 п 14), мы видам, что точка В 
лежить на лини АЁ Построивъ подобную же точку Г отно- 
сительно вершины В, мы найдемъ и самую точку А. 


Обратно, если будетъ дана одна изв начальныхь точекь и 
точка В, то легко построить другую пачальвую точку. 


Въ застномь случай, если точка @ совиадаеть съ Р, мы 
мы пыфемт точку, опредфляемую ревенствомъ: 


аа = В°А + "0 = (В, (15) 


которая легко момегь быть построена. ИримЁняя къ ней 
и въ точиз Р вновь уравневне (12) посуВдовательно нё- 
сколько разь, мы получаемъ для точки Р радъ новыхь 
точекз, опредаяемихь равенством: 


а -- ВВ уе == (20 В" 1") Т, {16) 


тдВ @ произвольное цфлое чаело*), 

Если за назьльную точку пранать центрь круга влисан- 
лаго въ основной треугольникь и примфиить къ ной урав- 
нен1е (16), то получим точку Лемулна. Жели къ 10й же 
точкЗ примвнить урзвнене (16), 10 молучимь точку, рёз- 
стояшя которой оть сторонъ треугольника пропоршональ- 
ны (и—1)-й степени длины соотвётотвенныхь сторонъ. Еели 


) Ср. П. Мок. 06 АтИвщейк дет Еаие, Бецумв, 1882, 8 6. 
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прамфлить уравнеше (12) къ двумь обратнымъ точнамъ 
(8), 10 мы получиыъ цеятре тяжести треугольника, еели же 
примфиить то же уравнене въ двум сопряженно обратнымь 
точкаиъ (11), то получимь точку Лемуана. 

Изь уравненя (13) слфдуеть, что еслы пары противопо- 
лоЖныхЬ оторенъ четьреугольника проходять черезь дв 
вершины основнаго треугольника и еели противоположных 
вершины его суть точки обратные, или же сопряженно обрат- 
ныя, 10 и друмя двВ его зершины суть также или 06% 
обратныя или же обф сопраженио обратныя точки. 


$ 16. Свойства четыреугольниковь. Ириломелл кт задачамт., 


Вообразныъ себ мфрных точки кратности едонацы, сов- 
падающия съ вершинами четыреугольника АВСР и пусть 
А-В =; В+-С==38, б+р==38; Р+А = 38, (1) 
Скзадывая первое и третье уравнеше яыфемт: 

Е -Е)==(М +В) (0-1) = 
== (В-+-0)+(А--) == (4-0) +(В-- р) =4В, (2) 
т.е. яинш, соеднняющия средези лротивоположныхь сторонъ 
сторонъ четыреугольника, и лин соединяющая оредины го 
Жагоналей, первовнаются въ одной точкв, которая есть сре- 


Дина ъефхь трехь лин, 
Вичитан уравневя (1} попарно, ныфемт: 


Е-—В=Е—В, (8) 
т. в. шиви, соединающия послфдовательно ереданы сторонъ 
четыреугольника, образуютъ нараллехограмые. 
Укававныя свойства (3 и 3) остаютел, очеведно, взрными 
и для чезыреугольника, котораго ‘вериины ве дежать №5 
одной плоскоеть. 


Далфе пусть: 
А--В+-0==38; В+0+-р=36; 
С-+-Р--А= 36; Р-А+В-==84. (4) 
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ЗВычитая эти уравнены попарно, пмбем: 
369 = Арэзаа = ВВ, (5) 
т.е. центры тяжести четырехь треугольникооъ, ИЫВЮЩихЬ 
вершины‘ въ вершинахь четыреугольннка, представалють со- 


бою вершины четиреургольника, подобнаго даввому, но новер- 
нутато относительно него на 180°, 

Обозначавь черезь Ы., Н., Н, и [, точия встрёчи вы- 
воть 16хъ ще треугольниковь, мы имёемъ’ (8 13, 12) для 
всянато четыреугольняка, вииоаянахо 2$ кругъ съ цеятромв 0: 


ОН=04-+08+00 в ОН-0В-+00+ 05; 
оычитая, заключаемь, что 
Е,= Ар, (6) 


т. е. точки встрчи высоть образують четыреугольникт, 
равный данному, но поверпутий на 180*, 

Хедли даз’того же вписаннаго четыреугольныка мы возьиемъ 
центры О,, О‚, О, и 0, кругозь, вовевнныхь 15 четыре 
треугольника, инёющихь вершины въ вершинахь четыреуголь- 
ника, 10 онБ предетавхають собою вершины нфкотораго 
‘прямоугольника. Двйотвительно, называя длины лин: ДВ, 
ВО, 05, ДА, АЦ и ВФ соотвтетвенно черезъ: а, 5, о, @, 
т ии пыфень ($ 13, 2): 


фАнтВ--а0 = р, 0, , 
сВ--в0-+ ВО =6,0,, 
Я0--тр-=еА=9,0,, 

Изь первыхъ двухь уравневй слёлуеть векторное разеветво 


вАв--тАб-+-ыАР--тьВо--ытВр--ае В + ОТ = 
’ = р, 0, *), 


*) Мы пё указывавмт злфоь вывода этого равенства, тажь как ва- 
повъ состявлешя тажихь раверотвъ будете доказавь яъ послЗдотн. 
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пли, тавь как ти — 90 == №, то 


(САБ --вАО--ЬАЛ) + (@ВОч-тВ +а0Л) = 


40,0,; (7) 
вовершенло также для 0,0, пмфемт: 
(СВА-НИОА-НЗОА) - ЧВО-тЬ не СР) == 4,0.0,. (8) 


Сравпивая побяфдая два равешетва, мы видпмт, что 


АВ Ср; ЗАР=иВЦ и пАб =тВр 


п притом векторы ВС, ВЬ и СР соетаваяютт другь съ 
другомъ угдм, соотвфлетвенно равные угламь между векто- 
рами АЛ, АО и АВ, и слдовалельно лары члеповь, стоя- 
щихь вр скобкахь въ обоихь раенствахь, равии по 2660- 
лютной величин, по оба первые чаепа протлвопололния по 
знаку, а потому ($ 10) заключаемь, что везторм (7 и 8) сузь 
бисекторы двухз смежныхь угловт, а потому взаампо пер- 
пендикулярны, 

Легко видит, что стороны получепнаго маогоугольниха 
соотвфтетвенно параляельна бисекторамъ углову между ды 
тоналями четреугольнихя, ДЬНствительо, пары слагаемихь 
въ урввнешяхь (7 и 8), развихь по абсолютной вемкити, 
одинаково направлены. И6б0,: обозначая послловательные 
угли векторов (въ паправлеши обратном стрфлий чаеову,): 
ЛВ, ВО, (Л и БА отпавительно другь друша череят: ©, № 
й & причем Е = я — $, а уголь АС съ векторомь” АР че- 
резъ <, лыфемъ ($ 10), припявт, паправлеще АВ ла пазальное: 


(АВ) + Рен ьы 
(80) + (АТ) = ч-ду=а би + 
я (40) (ПР) = тут 


ев 


т. е. равподфляния угловь можду противоположными еторо- 


налги чезиреугольнякд парадлельлы одной изь равподлящихь 
5 
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угловь можду его дагоналеми и параллельны одной изъ сто- 
ронъ прямоугольника, вершинами котораго служать центры 
круговь виисаиныхь въ четыре зреугольнака, иуЗющихь вер- 
шины вв верипитахь четыреугольника внисаннаго. 


Замьтнмъ, наконець, что для всямаго чегиреугодльника 
справедлыво векторное соотношение: 


АВ-+-рО—В-—4)-- (6—0) == б--А)-4В--Р) Аб ВВ, 


т. е. сумма вевторовь, совпадающехь по дин и паправле- 
лно въ противоположными второнами всякого четиреурголе- 
пива, равна сумм векторонъ, еовпадающих съ ого агоналями. 

Равемотриаый методъ доказательетла геометрических, 
теорем важенъ и по той общяости прИемовъ, которые въ 
пемъ замтючаотел, но вще бодфе важень, кажъ епособъ изы- 
сканы новыхь геомотричеекихь соозношетй и какъ 106005 для 
рЬшены нфкоторыхь геометрическихь задачь на построене, 

Приведемь примёры тавихь призожешй раземотрннаго 
метода. Пует намъ даны я точекь плоскости, лежащихь на 
сторонахь иногоугольника, который требуется поетроигь, п 
пусть извфетны т отноше, въ которыхь они дАлять сто- 
роны иекомаго многоугольника, Тогда, обозначая черезт 
Х,. Х,....Х, иёрныя точки, совладмония съ вершинами 
искомаго многоугольника, а черезь 4,, 4,,,... А, данныя 
точен. ва его сторонахь, имфемт: 


и,Х,-на.Х, = (а ч-а,) 4, 
ан ах, бычна,) А, 09 


ана, Хи (а,-на, 1 )Аи. 


Рьшая спетему я уравыен (10) съ м неизввесвыми, мм 
получаемь выражете, опредбляющее положене мёрной точки 
зъ н0бой изъ вершииз искомаго многоугольника, какь суммы 
данныхь мфрвихь точекь съ соотвётетвенными коэффицен- 
тани. Выфето положения любой мфрной точки А, мы можемь 


—- 67 -—- 


задать длину з изправлен!е на плоскости любой изв ето- 
ронъ искомаго многоугольника {$ 3). 

В»ъ частномъ елуча$, если рано подожене средялъ сторонъ 
мскомаго многоугольника, мы имЪемы 
„Хы Х,==94,. (11 


я 


Х-ь Х,==3,; Х,-- Х=9А,; 


Поедфдная система уравнешй зыфотт. опредфленния рё щен 
дая я нечетнаго и неопредёленныя для и чезнаго; ибо дан 
п нечетнаго мы инфенъ: 


ХА ААА, +. Аа, а) 


Отсюда лено ($ 8} лостроеше вершины Х, иекомаго много- 
утольниха. Въ случа ме и четнаго средины второнъ много- 
угольника не могуть быть взяты пропзвольно, ибо изв урав- 
ненй (11) слвдуехъ: 


Ад, -- А.Д. «Ау, аз) 


т, е, векторы 4,1,, 4,4..... составияють замкаутай мвого- 
угозьникт, Везфщетве этого можно взять произвольно только 
1-1 ередвнь стороиъ многоугольника еъ четаымь чиеломъ 
вертинъ, & потому положешя пхь педостаточео дня олре- 
дёленя вершинф искомаго многоугольника. 

Наконеце, приведем еще одшнь ирин®ра вывода изъ 
уранвев!й мБрныхь точент, новых соотнотен. Зная отрФаки 
сторонь оеновыаго треугольника ло точекь прикосновены 
вругозъ, внутренне п внфиве виисааныхь, легко найти ураз- 
чешя точекь вв которыхк поресЪьаются, им евоеди- 
няющуя точки прикосновеям св верштвами противополож- 
ныхь угловъ треугольийка. Обозначая эту тозку дин круга, 
знутрение вписаннаго, черезь К, а для круга, знфшие вия- 
саннато и касалельнаго къ сторон%- АВ и къ продолженант 
двухь другихЪ сторовъ, черезь К,, инфеме: 


(ка) ( : 5 )в Ё (чзыр)оик 


5 


и 


Окладывая, имЪемь: 
теА--е ВК -ЬК,, (14) 


т. е. липы, соединающая К съ-К,, дрлитт сторову АВ ва 
части, образно проиорщопальтым длиламъ сторолъ, приле- 
гаютщихк въ точкамь А и В. Ишаче лини КЖ, пересбкаеть 
АВ въ точкВ обратной ($ 14) точь пересбчевн лини АВ 
ев ией, сосдинающей цешеры тЪхт же окружностей. 


$ 16. Алгебранческое умножене и дёлеше векторов» па 
ихоековуи. 


Ирнмемъ произвольный вечторъ плоскости за единицу и 
условимея считать его направлеше за пачалклое, относя къ 
пему длину п направяене вофхъ другихь венторовф плос- 
хоети. 

Подь алгобраичесцимь произведещемь двухь векторов 
мы условимел разумфть такой векторь, который получается 
инь зектора миожнмаго при помощи твхф ше самыхт опо- 
раций, при помощи которыхъ векторь множитель получается 
инь вектора, равнаго положительной едилииа, *). 

“Гагое опредфлене умножетя пекгороль водержитт и еб, 
БЛиБ чаетное, опреде е умпожешя алгебраических поли- 
честьт, причемь умпожеот!е векгоровь облодаеть, какф это 
мы сейчаст увидимь, вефми свойствами обыкиовеннаго алго- 
брличестаго умпоженя ($ 2). 


Ни оепованй: опредфленыя, чтобы получить алтебранческое 
иронянедене вегторонъ ар на бу, достаточно изизнить длину 
затора 4 п отношении ©: Ти повернуть его па уголь ф 
[10]; т, в. еди ОМ=-11; ОА =а»; ОВ-=й, то построввт, 


=) Налко! С, #. р. 77. 
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па Од треугольника, подобный треугольнику ОЛГВ, мы по- 
дучимъ: 


00 (+. 1) 


@,.6у = 


«М 


При этомъь опермию умножшеша двухъ 
векгоровь веегла можио разбить на два 
послфдовательныхь умпожея трехь 
зекторовь. А именно веди мы возь- 
мемл, повый вектор 6; котораго для- 
на равна 5, а ниправлене совладаеть 
еъ воправлонемю вектора 4-1, 90 


(ибукь (3) 


коб = 4» .6, ЛЬ 


Иль формуль (1) и (2) сафдуегь переметителяность азтебрие 
ическаго ущножен вевторовт, & потому мы молень, онусвая 
снобил, ииеать 

Яр. = нь 


Въ случа пбеголькихь множителей разбмотрфнное умно- 
жене обладаеть евойетвомь сочетательности, ибо 


(ар. 61). с: == бра == вр. . 


8 
Нахонець, оно раепренфлательно относительно влозвешя,т. в 
(ар + 5). = 8.0: = №. {4) 


ИБйетвительно, вообразивь векторъ 0-2а, =, и умно- 
жпиь сумму с; и слагаемыя @р и бу на 9д,; мы заюпочяемъ 
на освоит нолобя треугольников 0 риеиродфлителеноети 
унножоныя на 9,; а повернуеь получелный закиюр образомь 
греугольпикь ил уголь е чу соси гетвусть умпожешю 
ии 1, мм убъщиаемея в® справодяивоети формулы (0. 

Арлеше вокторовт, какъ дАйенйе образов алгобраическому 
умпоженио, опродфазетея формуле: 


Чу: = у, (5} 
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т6 с:1-0:8, Вевторф с легко получить, построивъ на 
ОМ == --1 треугольпиьь, подобный треугольнику, заваючен- 
ному между векторами @; в 6, вывощими общее назало. 


$ 17, биношене лвухь векторовъ. Векторь, какъ нредотавитель 
состалиаго чела. 


Найдемъ слачаша отношение векторовъ равной длины, но 
имфющихь разшичное направаене, Векторь ОА [11], пыф- 
Юй ваправлене, прямо 
противоположное направ- 
лено начальнаго вектора, 
ОМ = +-1, правный ему 
по длин, получается ярезъ 
умножене ОМ ва —1. 

Если же мы спросимъ 
себя на какое число 2 
надо умножить вектору 
ОМ = --1, чтобы получить равный ему по длинВ и лер- 
певдивуяярный въ нему векторь ОБ, то мя должны приз- 
вать, Что множитель этомь должень соотвЫтетвовать опе- 
рад вращешя вектора на 90°; но поелёдияя, будучи пов- 
торена дважды, перемфиадеть векторь ОМ въ положен! 04, 
& потому 


(Пе. =-ф 
откуда 
в= У-Т== 


При этомъ если мн условимся вращеше вектора вь 90° 
протявз етрёлки часовъ очитать соотвётотвующимь унмко- 
женою на%, то вращен!е на прямой уголь въ противоположную 
сторону мы должны считать соотвзтотвующимь дфленно нь 
$, или, ЧТО 10 ще самое, умноженно на —% ибо 1:4 —, 


Итакь 


ОВ: 0М = 


Шт — 
Тфиъ же ралсуклешемь легло найти, что, если углам векто- 


ровь ОО и ОР соотафтетвенно равны г вх т, то: 
9 


} 
т 


==(—0‘, а 02: ОМ= 


00: 0М 


А потому, если подь значешемь вектора @› мы будемь ра- 
зунфть отношеше его къ вектору ОМ == +1, то 


а ы ; 
арт а, 1рна.ф о =а,.(-- ПР (1 


Послфдиее пыражене мы можемъ преобразовать, разложить 
данный зокторь на сумму двухъ зханмио перпендикуляранхь 
слагаемыхь. Для этого уеловимея называть направлемя ОМ 
н ОА позомсительнимь $ отрллиниельнымь прямылиь запров- 
лейлми, & направлены вектора ОБ и прямо противополож- 
по сиу ОБ’, отпошешя которыхь къ начальному вектору 
ОМ равпы & н —& булемь называяь зюлодсанельнымь и 
отрицательныиа боковыми ниправаентями *), Шо этимъ двум 
напрарденямь мы можем разложить всяк вектор», вира- 
318% сго такныъ образом въ прямыхъь и боковыхь едияя- 
пахъ; празтомь слагвюция вектора, котораго дапна равна 
единиц, по паправненныъ арямому и боковому будуть ©0- 
тетненно 682 м 57, гв $ уголь вектора; а потому; 


р лы а, . 1 зап == (евреи) == 0.2, {2) 


Асан ввестп особое обозначен лля прибавщен боковой ели- 
ницы, употребляя вмвото + анзкЪ -+-; а выфсто —бзнакх —— 
то выфсто виражени (2) можно писать сокращенно: 


*) Ермаков. Теотм вокторовь на плоскости. №ев, 1887, 

+") Вь нфиоторыхь вопросах ташя вокращенныя обозначения очень 
улобны; обобщев(а алтебрадчесвихв эваковъ сложены и зичнталя пред. 
зожиль еще Атвама (0. Ги. р. 16). 
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Подобнымъ же образомъ веяый везторъ зъ пробтранетьь 
@,: $ 3) можно раскладывать на три взаимно пернендаву- 
ария хлалаеный ло направаеямь прямому и боковому, 
въ плоемосии которыхь оточатываетея уголь а, и ло иапрая- 
лено, перневдикулярному имь обонмт, которое мы уеловимся 
называть верреинальным. 

Вь такомь елучаВ, раскладывая векторъ а„, на три вза- 
лнно перпелдакулярния слагаемых, мы можемъ предетавить 
его въ вид: 
тра 


4,8 


тдф $ обозназаеть собою. боковую едипяцу, а & вертикаль- 
ную единицу. Посяфднее выражене мы условинол обозначать 
иногда такт: 


4„р=т е-р, {4) 


гдБ знаки -- первый по порядку обозначает прибавлене 
боковаго елагаемато, а второй вертиезльнаго (виражене (4), 
слриовательно не перемстнеельно}. 


$ 18. Алтебранческое умпожеще зокторовь въ ирофирионий. 


Приаяягое нами опредфлеше умпоженя вокторовф на пло- 
екости (6 16) можно распространить в на тозт, случай, котла 
перемножаемые векторы не лежаль въ одной плоскости 5 
вокторомь, равнымь прямой одиницВ. При этомь согласно 
опродфлевию мы получинь, что 


ау бриф абон), ФН) ©) 


Послвднюю формулу можно распространять и на случай н%- 
вкольнихя множителей, 


$ 19. Возвелее лектора въ отенень. Дёйсти я обралтиыя воз- 
велению иъ етенень. 


Из5 правила умножении везтороть на плоскоети салусть 


уривило возводовя везтора въ цЪхую степень, выражающееся 
заною формулой: 
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”" 


еее ата" = т [#1 


Такь каьь, значене вектора не мБряетен, есщя мы поверяемь, 
его на 360% около цахой либо его точки, то 


а." — а. 8) 

тдё # произвольное дфлое чаело; на основани этого извде- 
чене корня #-Й стенени изь вектора ар, какъ дФйстне обрат- 
ное возведено. въ степень, выражается слфдующею формулой: 


[] 


$ о В у--9Ёт т # 
У, = Ун| с [= наи =” =, с 


Таклиъ образомъ корень и-ой стелени пу5 вектора иметь 
всего ®# различныхь зналевй; 366 он равны по длинв п 
различаются только направленемь. 

Второе дВйстые обратное возведенио въ етенень есть взя- 
11е логариема, Если 


{2) 


ар ее". 6, 


х0 т--фё есть логарнемь векгора @› при оеновани е, сов- 
падающемь съ направзенемь прамой положатехльной единицу; 
логариемъ этоть можель быть выражень опредфионнымъ 
зевторомъ плоскости, причемь 


Форер = 0. 1) зап, 


отвуда попагёя сначала $ ==0, а потомь а =1, пыфемъ 00- 
отвётственно: 


оу = т и 191} 


Если выфето в, за основан!е озять произвольный ведтортъ Бз, то 
8)", 


@р== 


м фу ©". 
откуда сабдуеть, что 


= Тор я == (и -50) : (в) 
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т. е. логарнемъ при основан #, равен частному оть д}- 
лены неперова логариома а, на неперовъ логариемъ 6. 

Тавимь образомъ любое воставное число можеть быть 
логарявмомь опредфленнаго вектора при дептомь ословави 
логариемовь. 

Возведене въ степень, показатель которой ость число 
составное, можеть быть опред®лено, хакъ дВИетв!е обратное 
эзятшо логарпема. При этом подь 


а 


мы должны разум ть такую функцию и, чтобы 
199(4") == и да, 


Заслуживнеть внимая то обетоятельетво, что ранфе обоб- 
еня прямазо дЪйстыя иа новые объекты вамъ приходится 
обобщать дЬйетве ему обратное— логарпомяроваше. 

Извфетно, чт, во\ свойства логариомовь легко выводятся, 
кашь слкстые функдюнальниго уравнения: 


зу) == И) КУ), (4) 


которое Римань в считаеть за опредлене логариома; уста- 
новивь такое опредёлеше хогаркема, затВмъ ив трудно лозу- 
чить и вс свойства показательной фудкция, 


$ 20. Приложение. Зыволу ифкоторыхх свойетьь триголонет- 
рическихь Фуко. Разложен логарнома въ строку. 

Улноменше и возведеше въ степень везторовь, которыхъ 
длана равнь 1, предотавуяють собою простёйцИй сособъ 
полузешя теоремъ сложешя и умножещя тригокометриче- 
скихь фувющй, ДВйствитезльно, вели взять отдЗльно прямое 
л боновое слагаемыя въ произведени 


=. 101. ‚== (8% 4-10) (688 -4-398) 


и 


= (свода виа 578) -- (ваз 3 ната 58), 


то мы получаемь выражещя с5(а +-В) и зн(а-+-В). 
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Равнымьъ образомь ввявъ въ формул (1) 8 19 выфето ар 
вифето 1,, имфемъ формулу Моавра: 


(1, 


Раскрывая ее въ радь и беря отхЬльно прямое и боковое 
слагаеныя, мы пыфемъь формуаы умноженя лия синуса и 
косвлуса. 

Особаго вниманя эт приложешяхь заслужилеють двйствя 
съ сопряженныки векторамя. Таль кажь пропзведене двухъ 
сапряженныхь зектороль разно вектору, имЗющему прямое 
напразлеше и абсолютную зеличину равную кввдрату лланы 
давинхъ вевторовь т.е, @р.@-р = (9), то яз основания 
этого мы можемъ дфисве лвухъ векторовх замбнить учно- 
жешемъ н обратно. ДЬйствительно 


ИЕ ЗИ. (2) 


расе 501)", 


реву == (а) 6-9 

(3) 
== (> В -3 
` #), ы 


Сь другой стороны, выше мм видфли (чортежь [6] $ 10), 
470 сумма двухъ вокторозъ равной дликы есть векторъ, д%- 
дащДН уголь между нями пополам, & разность тёхЪ же век- 
торовъ дёдить пополамь уголь между паправлешемъ умеяь- 
шаемаго и напраззевщень прямо противоположные вычи- 
таемому вектору. Примбияя это свойство къ сумы? я разности 
сопряженныхь векторовь и обозначал для кролкости прамое 
слагаемое вектора @» черозъ 


5], 
& боковое слагаемое того же вектора черезъ 
[аьТ 
уы будемь имёть формулы: 
дар [05] 


а =] 4) 
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Послбдым формухы позволшоть намъ разлагать суммы ишуге- 
браическихь произведений! зокторовь на мнекители; а именно 
сотанено (4) мы имфемы 


В. на. ву = З[а,. 


4, _:—@ 


-- би 


Зв 


Унпожниь послфдя выражен на в.в» имфемъ: 
у, @у-е бе В ба, 
(7), а бе Вы оч, В 


Положивь въ посяфднихь эмражежяхь дзипу воегоровъ рав- 
вою единииф, получнемы: 


(5) 


— 9—4 
Ла = 209), 

. (9) 
В) и 
Равбивих паждое нзь поелбднихь выражен на слагаемыя 
прямое и боковое, имфемь, позагаи Зита и ЗВ) 


саб = 93 ® 5 


$ а 

банан == 903 = 
(7) 

м аз 

ата ваб == т св == 


30 с = 


Уравнеши (7) служить дан преобразованы сумм и разностей 
уриговомотрическихь величинь въ произведены *). 


*) Чаи Олиер. беообчьк КаЛКУТ. АоззкеНЬ ИМоо Г Кона, Ус- 
вовукарь- Зое 1 Орйа, Дибкь Аз» 1861. р. 87. 
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Выше мм выдЪьли (4) 6 19, что свойстьй логаряемову с0- 
сталянит зриометнческую прогресойю, когда ихф аргументы 
воставлають гоомотрочеекую прогрееспо, можно считать 38 
опредваено лотариомочеекой фушици. На этомъ основан 
Арглеь предлагаоть слфлдуюлый орпгичахьний еноеобъ 

для вывода разложея лога- 
р риома в радь, Пуеть дуга МА 
[12] разяфдора на я разныхь 

А: между собою часто товда 
й ОА,, ОА,, ОД,...ОД состав 
цогь между собою теометри- 
ческую прогрееено, тогда имеь 
воотьфеструюния имъ дуги па- 
ходятея въ ариометнческой про- 
тревсйи; & нотому ихь можно 
разематривать, вакЬ величия 
пропорщоналюния логарномиит соотвфтетвующихя выв пок- 
зоровт. Подотимъ, зто 


9ОА = ж.МА = т МА, (8) 


——м 


Вели предполагать # ревиюмт, безкопемно большему чиелу, 
то луга МА, можегь разематриваться кавер прамал, совпа- 
дающая съ паправяешемь положительной боколой одипицы; 
В отому 

904 4- в МА, , 


причемь зпаюь # можеть быть отнесено п» неопроллепному 
упоянилелию и; мо 


1 
МА, =М0--Од,= —1504”, 


Положииь ОА = Е ьзх, полузаемь 


О А-ит [--1 +0] 


-) Азщашй. Пт. ь. 30. 


Изя 


(1+) ==чий | в" 


Откуда длн в == со имфемт: 


о а 
= 2)= = нет. 
Чат (. тя -а , (9) 
тд и модуль системы логариомово. 
Выводь посдфдияго выражения ве можеть считаться доета- 
точно стротныь; ивтереенфе выводь разиоженя в рядъ 
1-2 
формулы у -——, который даеть Арганф на тр. 32. . 
Лузь ОМ = ти дия 
а, 
Ма, == ата, а, а Ма в’, 
обозначить [13] вемторь О, че- 
и” / фезь %; тогда нмфемь геометриче- 
‚ скую прогресейю: 


› При втомь соотв тетнуюдщия этим 
отношенымь дуги можно считать 
пропорщюнальними величин ихф 
лотариомову; & потому 


[ИР 
9 0ё= Ма 
Обозпаяивъ дугу Л черезъ 2 п разшожиюь ОД и 04’ по 
палравленямт прямому и боковому, вы получим: 


1-95 
1-1 


ОИ--МА 
ОЕ МА 


= 


= {10 
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Или, подетавляя сюда выражене дуги 2 через $), получаем 


1-45 
0 


це ео ре 
119 тие = — 5 ==> =... {11) 


Н 


Положивъ въ послфдиемъ выранеши #9? ==, получаем: 


#2 5 


т 1 
4 г 


Иди, отлоея знакь — щь модулю т, получаемъ: 


2 


рен, (а 


$ 21. Метод эквиполленце Релаавитиеа в его прпложеня 
ку, задачамт. 


Подь словомь экзипозлевца Белланитиеь предзожиль ра- 
зумЁть всякое векторное уравнеще, Рашеше таких уравяе- 
в и составляемь предмезь мемуара @. Веалв?а Зрояюце 
1е] шефойо ЧеПе едироПеняе. Мы уважемт значене такого 
затода на ихолькихь задачахт. 
еловимея обозвачать данныя первыми буквами, а иско- 
мня послфднпми буквами алфавита. Такииь обраломь выра- 
жешя @„ @„ %, будуть соотвтегнонно обозпачазь воютгоръ 
из ый по длянВ и папразлевно, векторъ опредфаениой 
длины, но пеиззветнаго  направлешя и векторф пеязвфетной 
длины, по даннато напралленя, Накоцшець, черезъ АВ вы 
будемь обозначать вектор, имфопий опредфленное положе- 
в1е на плоскоеги. Вели не обращать вниман!е па положене 
треугольникя на плоскости, то различныхь даныхт в тре- 
угольнивВ шесть: три дливи и три направлен еторонъ. 
Коли даны четыре изь нихт, то остальныя два имя опредь- 
потся, но не однозначно. 

Гакъ ше считоя сниметричныхь рёшеей равными, мы по- 
зучиих, рая уравнения, 


(3) 
(2) 
АВ (8) 


2.19 


мо два репы, смотря по направлено, в котором мы 
уелолпуся отечитивать положительние углы; паковент, ураз- 
поме 

АВ (4} 


2-5, 


нмфеть вообще 4 рфмешя; два лох вахту. обусловлеши отечи- 
чаващемь угла 2, д еще див различаются эпачетехь ветора 
$, который иметь два сопряженнихь положеши относительно 
дратчаймаго разстолия точки В отв воктоуа ,, 

Вообще, вешкое данное воеториоо разенетьо остаотся в\р- 
пыыь при замфнф входягиихь въ мого векгоровь сопряжен- 
пыми имъ векторами; зелбдезв!е отото каждое изъ урзшенй 
(1—4) есть собственно система двухь уразневй! съ двумя 
пензиботными; прачемъ между вефии шобтью величинами, въ 
нихт входяниши», ость еще опредфлолныя условных соотно- 
мона. Разомотримь рёшеше боле зруднихь задать тВиъ 
ие еновобомь: 

Ъ, Построить трепольииия по данному оеповтийо, зряу 
при основини в линейному соотношения  мекду длинами 
буть других еторонь *). Им\феме два уравнение 


вуз = 4 
Уз (е-кя). 1: 
Полежнвь „А-а п; = ЛО, пыфемь: 


40. 


2„-— та 


Или, для на число 2, полутавиь 


*) венам. в р. 88. 


— 81 — 
Е Ат: {5) 
=. з> 


а позому, влялф произвольную прямую ая олплипу, мы вво- 
дум опредпленю угла % пл, руженю Ур знения (4). Дёйетьи- 
тельно [14], пусть ВО= я, И] =иОЕ 
зогда треугольники ОР и СРЕ улов: вторит, уравненио 


# 


{5}, а потому направичие векгоровъ РР п ЕП сузь пско- 
мия наираваешя # третьей стороны треугольянковь АВХ,, 
изи АВХ,, которыя оба уловлетнорлютч, требовалияит задачи, 
2. Постронть тпреуюльнииа, р которомь даны длины двузь 
стороны а в с в полоэмене деута точеть Ач ВБ, дъавщихь 
стороны а в 6 в5 данныхь отношенйлаь. 
_ Намъ дало длииа @ 6то- 
т роны УЙ п иавфетно поло- 
жене точки .4, длащей ев 
8% даАВНОМТ отпошели, а 
. нензийетны золько направ- 
лее © етороны @ и направ- 
л611е 16 стороли с; пусть [15] 


ХУзе, УА-ет, Ай-ет, 
тогда, воглаело увловю 
ХВ = рВА, 
или вит АВ = (ВА-ни,) 


Обозначая дшя краткости и— и (2+1) ВА == 94, по- 


лучаемъ урааневя твна (2); 

}, +6, -= ОД. 
Построивв треугольяикь, удовлетворяющий поедёднему урав- 
неню, им ваходимь направленя чи ф сторон ХУи Уй 
пекожаго треугольника» 

3. Построить треуюаъник», подобный данному, помъетиез зо 
звакимь образомь на плоспости, чтобы вершины нозодились 
зв динныхь разстолтять отв точки О. 

Задача эта шегко вводится къ рЪненио уразнешя чита 
{3}, ДЬйствительно, ззявъ произвольную очку „4 на раз- 
стояни 9 0%ъ точил О, мы можехю ее принять за одву 
пу кершинъ искомаго треугольника АХУ. По усломямь 
задачи: 

Ол; ОХ=п ОУ=р; АХ: АУ-==4,, 
тАЪ ди = опредфяяютей видомт даянаго треугольника, Отсюда, 
имфены 


и, = 9.(0,—т,), 
иди 


п, — Ч. ит тт == ОБ, 
откуда легко поетропть иско- 
мые уряы ® но, которые дадут 
направнене дин, проходя- 
чцихь черезъ вершины Хи У, 
4, Нодини на плоскостиь точ- 
#9, 435 поторой стороны дан- 
на трелольниия А, В, С вид- 
ни 1005 данными умами. 
Пусть [16] АХ; ОХ=#_, п 
Вх : СХ = ув чогда взедя у 
щи, давныя по положелно, 
имфемь 
СХ = ОА-+ОХ.=_ 


СХ = СВ-+-ОХу,, 
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откуда сяфдуеть уравнене типа (3); 


В01-в..)= 41-9), 
или 
АВ. 


Аб.у.+ОВ.т. 


А потому, отклонивь АС ва уголь 8, в ВС’ на уголь —, 
мы получаемь такой зреугольнакт АОВ, что 


АО: 40 = уз== ВХ: ОХ, 


А посафднее равенство обозначаетт, что, построивь на ОВ 
треугольникь ОХ, подобный треугольнику СА и сход 
ственно распозоженный, мы получаемь положен искомой 
зочки Х. 

5. Услодя прямо в симиетричино подобдя, 

Если условиться называть четыре вектора в В @, # 
проиорональными, котда частное первыхь двухЪ равно 
чавтному вгорыхь двухь векторовъ, 10 пропорщюнальность 
двухъ паръ векторовь есть уелоше необходимое и лоетатгоч- 
308 дя подобя ‘треугольниковь, завлюченныхь между виыми 
($ 16). Ибо изъ у 


=: (6) 


слфдуеть, что @: =: на #--8’, Треугольники 
ВЪ такомь случаев находнтея другь въ другу въ прамомз ио- 
добзи, Юелн же отношене двухь векторовф есть число сопря- 
звенное съ отвоменемь двухь другихжь венгоровь, то таве 
четыре вектора могуть быть названы солряженно пропор- 
ональными, Изъ условия 


[12 


5 


[о 


елбдуель в: ба’: ©, но я В= а". Треугольники, 
закаюченные между вопряженно пропорцюнальняыи векто- 
| 


-- 4 - 


рами а бис, , таюже подобщы, ло расположены тачимь 
образомь, что, если едблаль отношеше абсолотпыхь длин 
соотвЪтетвенцыхь ©торонъ равнымъ Оливии, та тише тре- 
угольцивн ве могуь быть ириведены в, совтодеше, есля 
одинъ чьь пихь ие персвернуть предварительно образною 
‹тороною его площади, Поэтому равенстио (7} есть условю 
обуилинило или снмметричнао ззодобая. 

Очевидно, что пропорцюнильно (#—1) поеяовахель- 
ныхъ сторон двухъ #-угольвиковт сеть ччмике достаточное 
услоше ихь водобя. 


5. Вь динную окружность вписать мноюупмяииа, хото- 
„рии стороны прохойяте свозпепанственио через даиныя точти 
чаи оке имъють опредвленную длину, 

Муеть требуотея въ данную окружност, вниеззч. четыро- 
утольникт ХУЙ, три сторовы котораго ХУ, УЁ и 20 прохо- 
дять соолиБтотненио черезь точки 4, Ви (С, а четвертая 
ХИ ныфеть опредфленную данну. 


Примем раыйусъ данной окружпоети за едицицу, & направ- 
леве 00 за нрямое положительное, Обозначимь векторы О.Л, 
ОВ, 06, ОХ, ОУ, 04, ОЧ сооте®тотненно: и, ба, 6, 11, 


1, №» а дуку, втяривавную давною стороною ХЕ” черезт, +. 


Замфтыме, что услоще того. чтобы точка А зевала из 
лиши ХУ, соединяющей ковим двухь равнихь ио длип иех- 
торовт 1, и 1,. можеть быть нырижени проще веего тТмт. 
что сухма вектора ОД и вевтара 0.4”, симметрично ряеио- 
ложеннаго относительно равнодфлящей угла ХОТ, равии по 
длин и папраюдению ($ 10} сумм ОХ в ОТ. А потому 
имеми такую систему уравиеши: 


а, у (8) 
РВ :фя (9) 
6+) {10 


1. Шен (1) 
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Отсюда легко. найти четоре нензфетныхь 11, 1, и 1 
тавимх образомь: исключимь аъ уравнешй (9) п (10) 1, 
подетаюши предварительно зращене 1.==1, д оз уравне- 
не (10). Тогда получаемв 


6—1, (2) 


Пе): Авики. 


Наковедь, найдя подобное же зырижене 1, взъ урав- 
невй (8) и подетавиеь его въ уравнеше (12), мы получаем, 
полагая дли краткости 


>: 


8 


вк 1- =, 
слВдующее уравпене типа {2); 
Тени ея] ед ть, (ед от] +9 ожей_ ЕО 


пли короче: 


ны Ищи. 
олкуда не трудно построить уголь 5. 


Раземотрфвное нами рфшене задачи, благодирн иривятиымъ 
обозначены ь, значительно проще р5шеня далваге Белла- 
визисомъ, которое пншимаеть у него дз страници большаго 
формата (Еч. р. 34, 35) и которое маото разь повторялось 
дословно его коммептаторамии *), ° 

Рен задача зообще пмЪеть два (2), которыя сливаются 
вЪ одно въ томЪ случа, если данная сторона нифеть нан- 
большую длину, возможную при ланномъ расположен точевъ, 
черезь которых долвиы проходить остальных стороны пско- 
маго мвогоугольняка. 

7. Постровть общее основе ХТ трохь треуюлуниховь, 
2елу бано положении ни паоскоети ила верининь, разностив илл 


5) 6», Ви, Зошоп дв двощиоз релИфшов оЯ5Бтея рат М. 
обо 408 ЕдийроНойсая Ча Вг. @. Вепийив, Мошуе 105 длпл10 48 на 
пайаноя Ш заме 1. 1Х р. 194—198. 

Тибит. Ва, 1887 р. 138—142. 
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9205 пра вершиинать и величины сложных отношенйь парь 
боновыха сторон 


Къ такой задачф иришель Маграниь при опредъденйя полю- 
совф стереографической прозищи по даннымъ проэкшямь 
трех точеюь, широта и долгота которыхъ дана”), Задачу 
эту он считаль трудно разрышимою геометрически, ‹алге- 
бранчески де», говорить онт, «я и не нытадся ря, ибо, 
инф кажетсл, 110 такое рБшеше было бы безполезнымь, 
таеЪ Бакъ изъ него нельзя вывести геометрическато постро- 
ся». РЁпене этой задачи методомъ эквиполленць очень 
иросто и состоять въ сллующеме: 


Найден на плосиости тая точки Жи Д, птобы 


г. с. чтобы ОК: ПА ==а в (АОК = АХ (ТБХ; точно 
уже находится и точка 1 о заданной разности угховь и 
чиелт 8. Тавъ какь у пасъ два уравпеня въ которых вхо- 


дить только дв ненавфетныя ио позоженио точки, то поль- 
зулеь тоядествами: 


БУ = ВА еду, ВХ == БАЧ-АХ ит, д. 
легко перейти къ двумъ уравненымь съ двумя векторамя 


АХ, АУ невавфетными по дин и направлено; 


*) Мёпюйев де ГАкайение @6 Веер. 1779, р. 201. 
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СЕ _ 64 дк 
Хх ЛУТ АВ 
Ву _ 844 
ЯХТ ЯР Аб’ 


откуда имфемь: 


Итакь для построены вектора ИХ достаточно построить 
водобные треугольникя: 


АВА < КРО и АСИ ГВ 
въ позожени прамаго подобыя, чтобы получить: 
АХ = Ай-АЦ 
Тфиь ме епособомь можно построить и точну У. 


$ 22. сложное отношене четырежь точекь илоскоети. Гармо- 
пическы точки пхоекоети, Биноанриое соотвтегые плоскяхь 
снетемъ. 

Если дано позожене трехъ точекъ прямодннейнаго ряда, 
то дия каждаго значешя сложнаго отношешя ($ 10) 


Ре (1) 


можяо указать единственную"точку той же прямой, омъ вполнф 
олредфияемую. Если взячь три точки, не лежаш/я на одной 
прамой, и условитьея разематривать я, наюъ составное число, 
выражающее сложлов отпошене (1) векторовь 40, ОВ, АВ 
н ОБ, тодля каждато зиячени о найдется положене зообще 
одной точки нлоскости, им опредЁллечой. Условимся выри- 
экеше х называть блозюным отношещеме четыреь точень И, 
В, Св 1) плоскости, разсматриваемия въ опредфленномь 
порядеВ, и будем дам враткости его обозначать через 


[АВОБ] == э, (1) 
отличая ого квадратными окобзиии отъ слоднаго отпошеня 
челырехъ точек прямой. Вт частнольь © Б, коглл < иметь 
значвше уБистьительнаес чиела, точки Л, В, С в Л лежать 
ва опружности круга, ибо дай © дЪйютвительнаго изъ. ви 


рынены 
АС ит 
08-Е 8) 


сафлуоть, чо 2 ВСЯ = СВРА. 

ели въ выражени (2) х взмфияется оть @ 40 + 2, то 
точка Р движетен вдоль дуги крут АОВ ть В кв 4, 
причем, для = + Ф точкь Р човиадаеть ©ъ точном О, 
Пий иаыаенш хоть -- со де 0, точна Л) лвижетея но 
ДУГ донолонтольной въ дуге ОВ оть А въ В; при этомъ 
Дия я —1, мы ямуемь четыре толки 4, В, С) вазы- 
ваемыхл зармоническими зпочками плоскости; четыреугольнихт 
АСВУ, пмопуН воршинами чееыуе гармоничееый точия 
паосвосеи, называется зармоничесяьие четуреугольниясмо, 


Невыре гармонических точки ихоскости 

Ословлий свойетва гармоничеекато четиреугодьнииз 645 

дуютъ вепосредетвенио 

77 . изъ величины сложизго 

Е отношевя вго вериипь. 

А имонно [17] изь ра- 
венетвь 


29: СВ 


=Ар: ВО (3) 


саФдуеть, что есял 


тои 


А потому равподфияпуя противоположныхь угловя гармони- 
ческаго четиреугольника переефкнюуся въ точкЪ, лежащей 
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на вго дагопаши елфдовательно точки Си Д суть проэкщи 
на огружност. любой точет хорды АВ ни концовь даметра, 
къ ной перпендивулярнаго. 

Если ьь выражене (3} подетавить выфето верторовъ раз- 
ности верторовь © проилвольнымь общим вачадомъ, то 
будемъ им 


(0—4). (2-- В) = (В--0). (0—4), 
или полагая А-В = 2Т и 0-0 ==3Б, пыфеыь: 


3А.В--20.Л =27. 0-21, 0==а4тТ.К 


Итакь: 
4.Б--0.0-= Т.К, (4) 


ели принять въ послёднемь равенстьв аачело зскторовь 
совнадмощимх съ Г, срезиною вектора АВ, то будемт, пить: 


216. ТО = ГА: (5) 


Итань, если Тоесть сродина вехтора АВ, то даньа вентора 
ТА есть средняя пропорщолальная между длинами 70 и 2 
и притомъ 

КАТ-== ( О. 


Если въ выражении (4) принять за общее начало вевторовъ 
ценчрь окружности 0, 10 булемъ ить 


0Е:4-06" = 0Т.0К, {8) 


дк Е есть средина дуги 4В п 6 средяна дут СР. 
Наконець, пе трудно убЪдиться, что точка Р нересфченя 
ОП съ направленемь радёуса ОЯ перпендикузярнато кв АВ 
сеть полоев лиши „С отноептельзо осружлости 0. 
Билолярное соотяфточи1е. 
Вообразимь собф двф плосшя системи, точки которых" 
связаны между собою тишиив соотофтетыомт, ч10 сложное 
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отношене четырехь точекъь плоепостя одной системы равно 
сложному отношенйо четырехь точекь плосхости второй си- 
стемы, т, е, что 


[АВСРЛ == [4*В' 6. (7) 


Вь частности дЪйствательному слоядому отношению четы 
рехт чоченх первой системы соотвфтетвуеть дВйствительное 
сложное отнотене соотвфтетвеиныхь точек второй системы, 
а потому точкамъь нервой спетемы, лежащимъ на огруж- 
ностяхь, соотвфтохвують по второй систем также точки 
аожащи ка окруплостлхт. Въ часткоиь случав, окружности 
могут обращаться 5 прямыл лини, 

Если му выражении (7) точку Р удалить по любому на- 
правленио вх безконечиоеть то первая часть выраженя 
{7) обратится вь АД: ВО, а потому вефыъ безионечно уда 
левзыхмю точкам перрой сиеземы во второй систем с007- 
ватстлуеть одна и таже точка №, и обратно, веймт, безконечно 
удадериные точнамь второй плоской системы соотвётетвуеть 
нь первой систем® одна и таже точка ЛИ. 

Если въ ураннен!и (7) принять за С лочку №, а за 1” 
точну №, условивииег нхъ по аналонл съ противоположными 
зочнами прооктивныхь радовъ ($ 10) называть иротивото- 
зожныни точками плоскиха системь, 10 мы получим тагое 
уравнеше пзръ соотвфиственныхь точеюъ нашихь свотемь 


МА.МА = МВ. МВт 8) 


1.0, треухольниьи АВМ в ВАМ’ подобны между собою. 


Такииь образоне раземотрьнное нами соотвфистие одно- 
звачпо и обладаеть тфыъ свойством$, что вообще точкамт, 
лежащимь на кругахь въ первой систем, соотвтетвують 
точки, зежащ/я на кругахь во второй систем, причемъ пря- 
мымь и кругамъ, проходящим»ь черезь противоположную 
точку М одной системы, въ другой систем $ соотьфтствують 
лрямыя ни, ибо ва вихф должна лежать одна изь безко- 
неяно удалонныхь точень второй енетемы; наконец вевуъ 


и - 


безвонечно удаленнымь точкямь оляой системи в$ другой 
систем соотрфтствуеть одна н таже противоположная точка, 
сиетемы *). Раземотр®нное соотвётетые носить назване би- 
нолярнаго и есть частный случай квадратнаго соотвётетья 
плоскостей, двумя изъ основныхь точень котораго являются 
круговия точки нашихъ плоскостей, а греткей основной точ- 
кой каждой системы точва, которую мы назвали протаволо- 
дожною точкою пмпнхъ системъ. 

Соотвфтетые э20 равсмотрВль впервые Ме уеь нодь ные- 
немъ круговаго соотв тетыя еще въ 1853 г.*®), онф увазаль 
при этомъ, что при такомъ соотвфлетши диЪ соотвтетвен- 
ных фигуры подобны въ свояхъ безконечно малыхь частяхь 
и что соотвфтетвенныя фигуры АВС... и 4 В’С’.., тавихь 
двухъ плоскостей могутъ развоматриваться, иакь стереотра- 
фическя проэющи одной и той же сферической фигуры 
1,38, С,... на двф плоскости, ыасательныя въ шару въ кон- 
цахь его мамехра. Дайетвительно пусь № п М суть 
противоположныя точки наших плоскостей; возьмемъ (8) 
прямую №М= т и понфетимь наши плоскости въ вей 
перпендикулярно тоиь, чтобы ихъ протавополонныя точии 
совпакя съ ея козцами, & вылоры МА, №4 и МБ, 
№ В’ были бы соотвтетвенно одннахово направлены, что 
возможно сижлать велфдетые равенства углоль при Ми № 
8). Тогда нолучаезть, что 


ИЛ: МУ -- Мм. МХ, 


а потому прямоугольные треугольники АМ М№ п №АМ по- 
добны п лежель въ одной плоскости, а потому гапотевузы 


*) Раземотрнное соотвфтено Левант (4. р. 109) предланаеть 
назывоть гомографическньт дёаевтемъ изоскости; съ такинт, наззанемъ 
согяволться пельзя, ибо гоиографическое дфлене итоскости вст кол- 
линеарное соотвфтетые, Разсмотрётное же нами соотивтотые можеть 
быть названо по апалогиг ек повафднимь хоициркулярниьиь, 

4+) Л. Е, МЕБ ие. безанииеНо УГогке. Гедийк, 1886, Перог ее лоае 
Уегузя сай ожИзснен еБелен Рнлиеи, р. 205 (или: СгеЦе' Топтва 
ва, 52). 
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ихь переейкаютея подъ прямыуь угломъ въ изкоторой точкВ 
Л‚; подоблямъ же образбмь и МВ п №’ тание неребЪ- 
хаютоя на поверхноств шара пыЪющаго ЛАМ даметромъ. 

Мы убазали на этоть сцособъ установлены соотвётетия 
между плоскостими въ виду того пнтересл, который оно 
имфеть съ отой точки зря. Между прочаыъ ово виола» 
рЪшаетт задачу Золотарева: ‹пайти 308 изображеня шара 
на плоскоети, обладалоня свойствомь представлять каждый 
кругь шара также кругомь, идн прямою лин ей». Задачу 
эту рыниль А. Н. Коркинъ *) вублитичестт, а затьмъ геомет- 
рическое сл ршеже даль Б. Е. МаодзЖевовй **), 

Тажнуь образомъ уразнежмя (7) и (8) похазывають, 370 
одкозначное соотвтетвю, при которомв тачкемъ на кругахь 
въ одной пзоской систем, соотвётетвують точки, лежмша 
на прямыхь и на пругахь зо веорой систем, веть биполяр- 
зов; п въ тавомь слузаЪ плоскости могут® разематриватьея 
06% цакь стереографичеей» проэкци одной я той же сферы. 

Нели 06$ спетемы, находящряся въ биполарномъ соотв%т- 
ети лежать на одиой п той же плоекоств, то не трудно 
найти пару двонныхь точекь раземалриваенато соотвйтетня, 
для чего достаточно будеть фФшить (8) слёдующее квадрат 
ное векторное уравнеше: 


МА. №4! = МХ.МХ 


или, подставляя №М МХ вивсто №Х, имфемь: 
ИХ—ММ.МХ-= МА. МА. (9) 


Посафднее уравненю показываеть, зо сумма корней его 
равна вектору ЛОМ, отрапиченному противоположными тоя 


=) Ш Оъфодь Русоклхь Еотоствоновытатолой и Врач в ©.-Нетер- 
буре, 1890, Од, 1, вр, 6. 

++) Труды отдфлешя @изическихь ивукь Общества Любителей Тата- 
сувозимия, соотоящаго при Мымералорехомт Московекомь Улизерен- 
уст®. Т. ИЕ, пы. Т, стр. 88, 


= 98 — 


каын патихь плоскостей. Отпесехь 51, векторы первой части 
уравневя (9) кт среднаф О векторя 21, подстаниит, для 
этоРо 


МО +.ОХ == МХ; ЗМО-ММ№ в МО, МО’ МА, МА’, 
ть 0’ тозкь соотнфтетвенная точкЪ 0; тогда позучизмиь: 
ОХ: М0. 00’, 


отнуда: 0х Ум0.00. 


Итакь дишя Х,ОХ,, соедипяющая дзойныя точки вмнихь 
плоских спетемт, дрлить пополазь уголь между векторами 
00’ и МО, в длина разетолюя оть 0 каждой из двобпыхь 
точежь ебу средвия пропорщюнальная между даппами т%хь 
же векторопт, 

Цаконецт, если иротиноположныя точки Ми № двухь 
биноларнихь снетемъ совпадают по положению, 10 им 
нмфемъ вместо ураннешя (8) такое: 


ОД. ОА = ОВ. ОВ (10) 


Такое соотвфтстые веть инеолющониая зависвиость между 
точками патгей плоской системы *), 

Въ томф случаЪ, когда направлешя вехторовь ОД и О, 
& слбдовятельло ОВ и ОВ’ вовпадають, ми инфемъ таят, 
назызаемов преобразована обратные Физурь пли обращение. 

Еели уравнеше (10) сравиить сБ уравнешемт (5), то мы 
можемь сказать, что ипволющонноя залисимость плоской 
системы ость такая, при которой пары Аи 4” соотвтствел- 
ныхъ точекь расположены ташамъ образомь, что на той же 
плоскости вевидь есть двФ точии, хоторыя вмфетй съ любою 
парою соотвтетвениихь точек вобтавлякиь вертиям гаф- 
мопичеекаго четиреугольникл. 


*) Мобщя, Яезалилее \Уегке т. 219, 
авиа, р. 174. 
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$ 93. боотношешя между нроизведенями дагоналей н про- 
яивоподожныхь сторонъ четыреугольвника. 


Выше ми зиди, <то при сложени векторовъ св про- 
Езвольнымь общимт началомь чыфежь место такое тож» 
дество (85); 


д.80-.В. ОА С. АВ == 


Это раненстоо можно разематринате также, какъ слфдетме 
такого тождеета между злгебрапческими произиеденаме 
векторонь съ ипропчвольнымь общимь началомъ: 


д.(0—В-В(А-—-б) +6. (В-4у = 0. 0) 


ели въ нослфднемь равенствй разумёть вевторы 65 произ 
вольныиь общимь мачалохь, лежащимь на иряыой АВО, то 
умноленю векторовъ А, Ви С соотвфуственно на векторы 
В, СА и АВ будеть вовиадать въ умножешень ихь ва 
отвлеченныя чиела’ В0:1; СА: и АВ;1 (8 16) 

Но мы можежь, не мфная тождественности разенотва (1), 
зять въ чемь за общее начало вобхъ векторов произволь- 
ную точку плоекости 1); тогда мы получимь слбдующее за- 
ыБченельное векторное фазенство между провзведенимя 
протввоположныхь сторовъ н произаедещемт датоналей вся» 
ваго четиреугольнией: 


рл, Вс-ПВ.СА--ЛО. АВ = 


о 2) 


т, ©. произведены противоположныхь стороит п прониведе- 
ве дагонашей четыреуголеника но дцити н направлено пред- 
сетавдяннь собою три сторопыя нфкотораго треуголгника. 

Еели между абсолотнимя длинами членовъ равепстиа, (3) 
будетъ ифкоторое соотношене, т0 опо будеть виячть и па 
углы треугольникя имъ выражлемато, а слфдовательно и па 
углы даннаго четиреугольникя. А. именно: 


Т) ели: 


-%- 


то разематриваеный треугольникъ обращается въ прямую 
лав!ю, в потому напралленя векторовъ |1).4, ВС)к (2С.АВ) 
одинаковы (пли различалотся на 180%), итакв: 


(РА. ВО) = (06. АВ), 


а потому въ отомь случаВ четыреугольнииь АВОД внисань 
вв крумь (или же ве вершивы его лежать на одкой прямой). 


2) Если 


(ПЯ.ВО4Бб.АВ)*= (ВИДА, 
то 
и (БА. Вб)— (Об. АВ) = = 90° 


Отеюда сабдуеть, что въ четыреугольнию 4ВСЛ сеть нара 
противоположныхь углов, сумма которыхь равна 90°. 
Подобнымь ме способомъ можно вывести и друйя соот- 
ношени между пронаведенями протнвоположныхь сторонъ 
четыреугольника въ завнепмоеты отв его угловь *). 


$ 24, Частных уиноженя зекторовь на нлоскоетн. 
При полученш произведены двухъ векторов 


ау бр = абььр == ву) 16-5) [6 


можно разематривать получен каждаго изф двухв взимно 
перпендакуаярныхь слагаемыхъ, какь особую операщю надь 
векторами в, и 64%. Но, какъ мы увидимь ниже, козкретныя 
примфненя и истолкованя такихв операщй необходимо 
требують положительнаго угла лри второмъ иножителё я 
отряцательнаго при перноме. 

А, потому мы заманить въ формул (1) ар через а 


*) бр. ВеПамив. Е. р. 18. 
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@— 


== 4603 ({--ф)--йн(ф—7) (2) 


и условямея получеше нножптеля при # во второй части 
рапеиства (2) разехатривить кобь особую ваераио аадь 
векторами а и 4 в будемь ипомвать ое звоменунческияю 
утозвонемо * пекторбит и о, получелй о первиго 
члена яторой части рапепетла {2} условивея панызиль, доод= 
зиительнымь умноуинемь погторавь п; и бу. ДЪйствы ата 
при чаетныхв расположешяхь векторовь, палт, которыми 
они совериилотел, совпадаютт ко релульгату ©ъ загебраиче- 
скныт умножошемт и обладають, вать мы увидим, отпо- 
сительно вложен свойством распрелфлительности, которое 
мы усяовплиеь ($ 2) счатым, хармстеризующимт дёйство 
умложеня, 


$ 25. Геометрическое умножеле двухъ векгоровч,. 


Имфезь двя вектора @» н Ву; уалложивь лхф на салтаемия 
по направлены прямому и боковому, получаем: 


Ча а”, букв И 


усмоплнея геометрическое произведете мекторовь а) п $, 
`рантое @ё вл(1—%), обозначать черезт, 


Я 
тогда Пием: 


Фрбу = а" = аф 9(ф—9) (1) 


Геомонрическое нронзподеше пекторолз ай молнумь бить Ио- 
лучепо изм алеебраическаго пролзводеня тёхь же векторов 


*) На вначоие этого дуйомыл уплашвиаи раифо крим Г. Грасемама: 
В. Нлике 0. #. р. 124—137. 
Ермаков. Теоща векторорф ла илоскостя, елр. 24. Рыражеще гео- 


нетрическаго ироцоведошя Придконь зовёт» дигиую 
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ее" неа"), 


а. 


овдп ми, положино вы посябднемь а’ == а” ==0, перем1\- 
нимф звабь у а” и отбросимь мвожитея #. Лено, что при 
этомь операщя @р»р сохринарть свойетна алгебраическато 
умпожены вехторовъ ($ 16): однезначность № распредьи- 
элелумоети, относительно сложения. Цромф тога нов опредф- 
лешя теомстрическал проязведмия (1) сафдують соблующия 
основния свойства, отличаюния 0 отъ алгебранческаго про- 
изнедешщя зекгоровъ: 


(2) 


р арб == — бра, 
Геомотрическимь предотоиителемь леометрическоло произведе- 
зил а, служения площадь параллелотралиме», заплюченнаго меж“ 
ду вемторали а, в 5,. На основали: этого и на основани 
даннаго нами опредёдена мфрной площади (8 1) мы закаю- 
чаеюь, что леометууическое ироизводене диухё векторове веть 
пространственная велилина втораю порядки мьрнал пло- 
эцадь, выриоженная по величииь и направлению наощадыо па- 
Фалиелофомма, закаюченнию между векторами иноеителями, 


$ 26. Разапчные геометрицеск!е предетавнтели и%уной ило- 
щади д пхь обозначеня, 


Пуеть вехорь АВ, измфняя свою длину, вращается оходо 
точит А такныв образомь, что другой ето конець В дза- 
етея вдоль другаго вектора ВО; площодь треугольника, 
оцпяснваемую при этомъ векторомъ АВ, мы условимея ечи- 
тать похложахельною, если движуцийся векюръ вращался 
вл\уво, вели. смотрёть вдоль по его направленно; при про- 
тивоположномь движешы площодь, описываемая тёиф же 
везторонъ 4.8, должна считаться отрицательною. Первую 
площадь мы усаовнися обозначать буквами поставленными 


вт перпинахь треугольника такииь образомъ, чтобы, обходя 
й 


плбщадь по периметру, в порядкВ обозначены, мы лифли 
ее отъ себя вхо; отрицателитую площадь мы услоримел 
обознячаль обратным порядкомъ букьъ при ся периметр. 
Тажимь образом» [18] нод АВС мы буд 
разум ит, положительную илоаль 1 
димь считать, что разематриваемый ‘треугозь- ‘ 
пыкф получень отв движешя векторе ЛА’ вафво, вели © 


. мы пу- 


о*- 
р\игь вдоль о его паиралмеи, я подъ АС зы будемь 
фалумть отрицительную изощадь, же 


треугозоттеаму. 

Нели помь веурАмитол вадопноеть обозначить из чертеля в, 
что яТкоторая ихощадь полозвитедьна, то мы пудемт раны 
давать бугиы ваятыя 8$ зафавичиомь норлдий тивл, чтобы 
периметрь огибяль площадь, имя ео влТьо оть сей; ели 
же такииъ оповначешеьь почему либо воепольлюниться пе 
удобио, то мы будемф возставаять къ одной изъ сторона не- 
риметра пормаль, указывая стрфлкою плиразлене ея впутрь 
нзощади, вели посафдиия полоаньнотьиа и обратно, 

Ть томъ случь, когда наму, придется разсматривать ило- 
щиди, лежиния уъ раззичиыхь плоекоетяхь, мы уезовимся 
ризличать въ пихь ы паправлене въ прострапет 
тфзь плоскостей, на орыха онн расположены. Для эсого 
мы будем возетавлять мъ плоскости пормаль и различать иъ 
посабдней положлтельное и отрицательное паправлеще, при- 
чемъ за позожительныя площади мы будемъ считать =, 
которыя ограничены ковтуромъ, обходящамь их противь 
стрфалкя часовъ, если смотрть на контуръ съ положитель- 
заго конца нормали. 

Площадь въ которой различается ея величина, знакь и 
напраздене ея въ пространств, мы уеловемея считать гео- 
метрическимь представителем ифриой площили ($ 1). 

Дьй мфрвыя площади, лежници въ нарлчлельныхь пло- 
втостяхь, одияаковыя но абсолютной пеличинв п во звазу, 
мн будемь считать равлыми и способдыми зам щать другъ 
друга. Лля мфрных» площадей, выраменныхь плотхадями, ле- 
мащими въ одной п той же плоскости, легко убфдитьел въ 
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справедливости слТдующихт тождествь, выражающихе пра“ 
вили ихъ вложения. 

1) Дна четирехх произвольных лочеьъ плоскости 0, 4, 
Би С воогла амфоть мАсто такое соатношене между м#р- 
нымю пломадями: 


ОЛВ-- ОВб+-ОбА => АВО (1) 


Ва этомь легко убфдитьел, беря поеслфловательно положене 
тачки О: впуури треугольниья, ви треугольника, по внутри 
ума АБС и вы треугольнихй внутри угла вертякальнаго 
углу 4.80; ь5 первомъ случаф мы будемх‘ люфть три поло- 
зиштельнихь благаеныхь, во втором случай одно из нихъ 
будеть отрицательно, & в зрельомч, два слазаемыхь, будуть 
отрицательни, приченв сунма ух будеть одна и та же. 
Иначе разенетво (1) можеть быть напислно такт: 


АВОС—ВОО+004-—ОАВ = 0 (2) 


2} Вообще для произвольнаго чиела лостояниыхь точень 
А, В, С...М, М плоскости веегда вбрло тавое соотпото- 
не между мбриыми площадями 


№ = ОЛВ--ОВС-+..., + ОМА == О (3) 


тдВ 0 произвольная точка той ще плоскости, 


ДъЪйотнитозьно сотлаено (1) дя всякой друсой произволр- 
пой точки О’ налей плоскоети мы имфемь рядь зождествв: 


О'АВ = ОАВз-0В0’-00’'А 
0’В(= ОВ 000’+-.00'В 


ОМИ = ОММ-- ОМО-0ОМ 
О МА-= ОМА к 040-00 


Складная эти равенства, зам чаем, что посади! дла столбца 
состоять изъ слагаемнхь попарно равныхь, ко противопо- 


ложпыхь по знаку, а потому 
т 


— 1% — 
ОАВ + 0’ВС:...4-0'МА =» 


Въ частломъ случа, вели контурь, ограничевный вериинами 
А, В...М, ведд® пмпув: то равепетво (3) опрыциется въ 
садующее тождеетно: 


ОАВ-+ ОВО--....-- ОМА = 486. ММ (4) 


Не трудио в уобдитися въ слфдующемр иринил, еле 
им мбризхь площадей: веди дуб мбриыя паощади 
в. ОДНОЙ в тОЁ же плоскоети и имфють такой коптурь, что 
ихь можпо приложач, одну въ другой такимъ образом, 
чтойм которая чаеть ихъ ковтуровь, совпадал по положе- 
нию, избла бы пъ той и другой изх нахъ прозовонолозя 
направяеще, то лля получешыя алгебраической суммы 
ъбринхь площодей достаточно их приложить вытшеукаваи- 
пымь виособомь одну къ другой и считал совнавишя части 
ихъ контуровь (протнвоположния по ваправденио) взаимно 
уничтожинними ся. 

Въ случа площади еъ пересфкающимся контуром яЪ 
тарыя часта еп могуть быть положателены, а друма отри- 
‹цательны; тогда, соглаено толеко 
что выскизанному ками правилу, 
можно свести вен площаци къ пно- 
щади одкого знака. Таль напри- 
ивр [19]: 


СНБ 


в 


АВОБЕА = АВС-ОТЕ= 


= 4В0+00, Е, =: ВР, Е+-ЕЕ А, 


11  АВОРЕА = ВП, Р+.ЕА, Е, = ВЛ А, Е, 


Иногда можеть вотрётиться при этомъ надобность въ пред- 
зарительномь преобразован нфкоторыхь чаетей контура. 

Если два треугольника имфють общую сторону, то всегда 
вфрно хакое равенство: 
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АВС--СВО = 4АВОО 


ели треугольники АВС я СВР равны между собою, то мы 
получим пзощахь параалелограмые [20] ЯВЪО. 

Площадь парззменограмма АВЬО 
можно разсматривать тазике, кашъ 0б- 

- р разованную днажетемь вектора 4В 

= паралельно самому себЪ, причем 

одинь изъ коннозь его двишется мо 

паправленйо вектора АС; первый векторь условиися назы- 
зать образующимь, а зторой направляющим. 

Дегко видфть, что вели площадь паралледотрамма считать 
положительною въ томъ случаВ, сев опа образована дви- 
женемь образующияго вектора влёво, если смотрёть вдоль 
по егр направаенио, чо знакь площада параллелограмма 
ывняется при перемн® нанравлешл того ини другаго век- 
тора, в также и при обыён® образующаго вектора напра- 
вляющиыь п обратно. 

Дьйствительно, если векторь АО’ дважетея параллельно 
самому себ по паправленио вектора АВ, то движенв его 
происходить въ правую сторону, есля смотрёть вдоль по его 
ваправленно, а потому онь образуеть отрицательную ило- 
щедь паралиелограмма АООВ. 

Послфднее евойетво мФрной площади, вырашелой парал- 
лелограммомь, соотиФтетлвуеть вполвф свойству геометряче- 
вкаго произведелм мФнять спой заамм, при перестановюв 
векторов» ыножителей. Это сройетио мРрной ихощаки внолиъ 
аналогично свойству вокторовъь мфнять свой алавь при 38- 
мн пачала ковцомь вектора и обратно. 


2 


$ 27. Геометрическое проязведея!е раземазтриваемое, какч, мб р- 
тах площадь. 

Можно опредЁлять геометрическое унаожено Явухь веь- 
торовъ обратно, какъ дВйстые, соотвЁтетвующее по своему 
значенно нахождению величины мфрной площади, выраженной 
параллелограчмомь, завлюченнымь нежду двумя даниыми век- 
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ия ца основяяи 


торами, и затВауь вывееги вс снойетьи ды: 
такого опредтлеши *). 

Если мБрную плошаль, выраженную параллелогримлонмъ, 
заключеннымь неллу двумя векторами а, п Б,, оболиаяить 
зерез» 


[.. 5], 


принямая въ поезТднемь выраженш 4, за образующий и В, 
за направцяюний ведторь, то з6еко видтин, что омерядиь, 
воетоящая въ получен означенной площади, должна обла- 
дать слРдующими свойствами: 


[@,.5,] = 1) 
[(@,-5В,).в] = [@, 6] [6,.с] (2) 
т {3) 


Первое изъ этихь уравненй выражаетв собот, что паотжадь 
паразиелограмма обращаетея въ пуаь, если обращиетея въ 
нуль уголь между двумя смежными сторонани; второе уравнеше 
показывасть, что если образующИ отрёзокъ соетоитъ иг сум- 
мы двухь слагаемыхь одинаковаго, пли орямо противополон- 
наго направлен, тб алгебралчеекая сумма парилиелограхмокь, 
образованныхь движенемъ слагаемыхь векторове, равна па- 
ралнелограмыу, опиеанному вектором сумыоко, пиконецт, третье 
равенетво показываеть, что площадь нарадлелограмые, описан» 
ваго льющешемь вектора а,, ше мфинеть своей величилт, если 
к нему приложить другой векторъ произвольной дяних и 60- 
впадаюнщй по направяевю съ напразлиющимь векторонь 
6}. Веб эти свойства разсматриваемой операщи суть необ. 
ходимыя слВдетыя опредёленя ея, кагв операциг соотв 
ствующей нахождению площади паралолотрамял, заключен» 
наго между двумя векаорами, Изъ уравногйй (1—3) сл5дуеть 


*) Н. бтавзшил, Л. 1878. р. 47. 
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пепоередстлелио распродЪлительлость [узсмаеривяехой опе- 
петвитодьте ца основании 


раций отиовительно сложены. Ди 
(2, 3} выломь: 


а 6 ге) вр (в, В,). в] == [4,.6;] == Ве, 


но 
[6..6] = (6-е). 6, 
& потому; 


[ее вне»). 


[а,. вр] - | 6,). 0] 


А уаз ких суммы двухь веуторовь преизвольной даны и 
разаищино мниравлены ($ 9) можем, вырняцьть собою проия- 
позьный векторь иноскоееи де, о, полагая 6, ву; имъемь: 


С (4) 


совершенные аналогичным разсундешему во трудно выясети, 
что и 
[4,61 0) == [4, [в <] (5) 


Или вопобтавияя оба посл6дШя ураввеш, получаемь общее 
выражен закона равиредфаительноети разсматриваемой опе- 


ращи: 


анод а, а-ьу в += [,.0-50,.0]. (8) 
На основанш уравнен! (1) и (8) яыфемъ: 

Ге аучьд ее 
откуда сабдуеть, что 


[в == — був] {7} 


"Гакиыъ обриломь, установленное нами вв предыдущемъ па- 
рагрифЪ, правило знаповь дая м8рныхь площадей, выражен- 
ныхь нараллезограммами, а сефдовательто и треугольниканя, 
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можеть быть вполн обоеновано, исходя изъ освовныхь 
цонямй 0 сложении вычитавш и поняття © положитель- 
номъ и отрицательномъ ниправлени венторовъ, Сравнввая 
евойсява (1-7) разсматриваеной операии съ свойствами 
теометряческаго умножен]я двухъ векторопь, мы уйЪждаемея 
въ полной ‘сождеетненноети обфихъ опермий, а потому 


[а], (8) 


$ 28. Ивреходь оть результатовь, выраженныхь геожетриче- 
скими произведеними, ке выражешямь обыкновенимат, аагебри- 
аческияь, 
Изъ свойствъ геометрическаго умпожешя векторъ сиблуеть, 
что при умножени одного изъ векторовъ на отвлеченное 
число ви провзведеню умвожаетея ва т, а потому: 


(а ПВ, Лу) == ав.) (1) 


Сь другой стороны въ случаВ взапино перчендикуларныхь 
слагаомыхь геометрическое произведене совнадасть очевидно 
въ обыкновеннымъ алгебранческимь, вбо 


бр к (9) 


А потому, раскладывая оба множителя по направаенямь 
прямому и боковому и соблюдая правило знаковъ ($ 95, 2), 
пря услов, чтобы воЪ площади въ оковчачельномъ резуль- 
таз разоматривалиеь, кан образованныя данженемъ прямаго 
вектора, мы легко перейдемъ къ вагебранческимь произве- 
дешямь, ДЪйствительво вмфето уравненя (1) мы можемъ 
нацисать 


6, *0, — 06 (689-5514) (с8}-4-805), 
или согнаено 8 26 (2), имбемь: 


ау = а(езривт-зтрнса |) 
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Въ послбднемь произнодени ву окобкаюю второй члень вы- 
зазае: собою площадь паралледограниа, образованную 
движенюмь бокового вектора, а потому для того, чтобы пзо- 
щадь ныф выраженная савталаеь бы ие оть бозозаго напраз- 
дея, а оть прямаго, как и площадь с8ф +5}, необходимо 
ъъ исмъ леремфнить порядокъ множителей, изыфиивь согласно 
$ 25 (3) знавъ на обралный. Посл этого согласно выра- 
женю (2) можно замфнить геометричееня пропзведеня алге- 
бранческими. Тавиыь образомъ 


аль == авт р--сзфвну) == @зн({ —$), (3) 


совершевно согласно съ данным нами опредвлевемъ велп- 
чины мфряой площади, закаюченной между векторами мно- 
жителями. 


8 29, Геонетрическ!е представятеля мёриыхт, объеновъ и ихъ 
обозначены. Геометрическое прензведене  хрехь векторовь, пе 
нарвалельныхь одной и той же нлоскоети, 

Легко видЪтЬ, что, какъ геометрическое умножен!о двухъ 
пекторовъ даеть возможность найти отношен!е площади па- 
раллелотрамый кь единицё площадей, еели дано очнотене 
векторовь, сго заключаощихь, мъ лрнейной едивицв, таиъ 
точно теомстраческое умножене зрехъ звекторовъ соотвЁт- 
ствуеть иахожденно отношевя объема параллелипаведа къ 
единицВ объема *). 

Условимея объомъ велкаго ларвлаелипипеда, занлюченнаго 
между венторами 2, неся образованнаго поступательнымъ 
двиненемь ыфрной площади а»б по нанравленио вевтора 
в, считать положительным въ том саучеВ, вели движене 
проиеходало въ сторону положитедьнаго направлен пормахи 
мфрной площади и булемъ объемв тавого параллелипинеда 
пока обозначать такимъь образомв; 


{@.5.6], (п 


*) Н. арке, С, 2, р. 127, 
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тд первый отрёзокк въ порядеф обозначения двшкется иц- 
раллольшо самому себ ив палраваенно вторяго, образу 
вобою ырную площадь, воторни зять дня постуня- 
зельшо по ваправленно третьяго отрЪзка олисываеть раз- 
сматриваемый объемъ. При такомь обозначени ня величина 
пи знакь параллечиникеда пе ыфииютел при обиБи6 мфетами 
совокупности двухъ послфдонятельныхь злементове вырано- 
и (1) въ третьямъ т. е, 


[4.5.6] 


[е.@.6] := [6.2.4] {2} 


Но при перестаиовев любой пары элемептовь зпань объема 
ыБняетел на обратпый, ибо согласно (2) и $ 35 12} имфехь 


[4.6.6] == [1% 


— [6.6.4] = — [4.6 (3) 


"Такимь образом», если смотуб%ь изнутри параляезнииледа, 
то въ саучиВ положительно объема переходы оть олного 
нектора къ сабдующему въ порядеЁ обозначения совершелотея 
против серёльй чнсовь, & въ спучаф отрадлтешенато объема 
по стр иначе положительные копцы нормалей 
къ гранямъ пираллелининеда, ъ случа положительнаго объема 
направлены внутрь пяралаелиципеда, в въ случаВ отрица- 
тельцаго паружу. 

Соглаено этому па чертежВ можно обозначать положитель- 
ный объеыь уароллелинииеда, помщая бузвы, ваятыя вв алфа- 
витномъ порадеВ, на векторахь, выхолящихк изъ одной вер- 
шины, таким образомь, чтобы поезбдовательный переход отв 
одного вектора къ саЪлуютщему созершалея противь отрфаки 
чдвов5; или ‘же, если это неудобно, +0 можно стрЗакою при 
траная показывать подлежащее направление пормали. 

Соглаено припатымт  обозначешаямь  параллеляпиледа, 
мы условимея объемъ ибякаго тетраедра ечитать подожи- 
тельнымь, осди онъ образованъ движетемъ его гранй, (ыВ- 
наюдей свою ведичину), въ сторону положьтельняго конца 
нормали, п отридательняиь при обратиомь движенн. Объемь 
четраодра будемь обозначать, помфщая буквы въ верши- 
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вахь треугальлява, обралующиги евовмь двшиешевь объельь 
реземитриваемнго тетраедря, & виереди ихт, букву, обозна- 
чявищую вериниту тотриедря, но нащимаенно кь которой 
происходили двужешо: 


авст, 


яри этомь пукьы ВОР при периметрй образующаго треуголи- 
НИБи ДОЛИ пыть раснолокены а, чтобы, смотря къ по- 
ридкф оболначевия изъ нерзой нортитлы 4 нашего тетраедри, мы 
видрли ды пераметрь ВОР направаениммь плотных стрфакя 
часовь. Легшо пидфть, что при таомь обозначени при це 
ростановкВ любой пары букву въ обозначен тетрасдра 
энеь тетраедри мфляетея па обрилный ноев же двухъ пе- 
реставовокъ мы возвращиаемел къ первовачельному знаку, 


т, в. 
АВОр= —ВАОВ-=: —ОВАЙ= —ПБВСА==—АСВЬ.... (4) 


... (5) 


30 АВСО = ВСАБ == САВЬ = СВРА 


Вели надо ны чертеж обозначить знаку, далваго тетравдра, 
0 мы будемь къ одной узь грацей его возетавдять нормаль, 
узазываи стрёльою паправлене ся внутрь зетраедра, евлв 
его объемъ положителень и обратно. Легко водфеь, что еёзн, 
при припятомь обозничеши тетравровь, два тетраедра огра- 
низены такою погерхвостью, что их можно прарожить 
олинъ вр другому табимъ образом, чтобы ифкотория чаети 
ихь поверхности, совпадал но положение, выфли бы вормаля 
протнесположно паправленния, №0 ия получена злгебран- 
увекой Фуммы такихь тетраедровь достаточно их прилозвить 
одиыь въ другому только что указанным способомъ и счи- 
тать затЬыь совиавция части ихъ поворхновтей взаимно 
унлячтолиишимяея. Въ чистномъ случа двухъ тетраедровъ 
приложениыхт хругь къ другу, каюъ показано ва чертеж» 
[21], мы ичфемь: 


АВОр-ПСВЕ= АВОШЕ 
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Согласно этому правилу сложешя любой многогранвикь можно 
разематризать, какъ алгоброическую сумму отдфльныхь тет- 
трасдровт. 

Обтемь вояваго тфша, въ ко- 
хоромъ резличнется его величина 
в знак, мы можеиь принимать 
за геометричеей предетаватевь 
ифрваго объема; чаще мы будемъ 
представлять с0б$ мВрные объемы 
в5 видф парилаелипипеда, вли же 
въ вид тетраедра. 

Согласно привятымъ нами 000- 
значенимъ, не трудно убфдиться, 
что для пронзводьныхь пяти точеюь пространства 0, 4, В, 
С, Г веегда вВрно такое соотношеве между мфрными объ- 
вмами тетрасдровь: 


авс0 -ВОро--Срло—ТАВО = АВСХ, (6) 


яли, переноел вс члепы въ одну чаеть уравнения, имбемъ: 
АВОр-ВСрО-+-СрОА--ОАВ--ОАВО-=0. (7) 


Послфдейя уравнетя вполнф аналогичны уравнемямь $ 2 
(2) #826 (1, 2). 

Теперь легко обнаружить, что дёйстве между тремя век- 
торами въ проетранетвв 


@60, 


обладающее свойетвами геометрическаго умвожещя двухь 
лекторовь и кром того свойствомь сочетательноети ($ 2, И) 


афьб = анфас) == (@+)ьс, {8} 
соотвётетвуеть вполнз получено объема параллелицинеда. 


Пуйствительно кром{ однозначности разематриваемаго хфй- 
етыя и пром совпадешя результата опредваены объема пря- 
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моугольнаго пяралиелипипедя съ релультатомь авгебранче- 
скло умножетия дли, векторов, свойство геометрическаго 
произнедсая мЪнять свой зиакъ при перемфнЪ мЪфеть двухъ 
множителей, вполнй соотв тетвуеть свойству ибрнаго объема 
параллелицииедя, выраженному ранонетвом (3); а отсюда н 
рянецетня (2) ещвдуеть и сочетательность разематриваемато 
дейстьм (3). Наконець, няъ равпредфлительпоети геометри- 
зескнго умпожевы двухъ векторовъ и лакопа сочетятельвости 
{8} селфлусть раепредфлительноеть относительно сложеня 
теометрическяго умножен/я трехь вехторове. 

Что касается свойства геометрическаго проязведеня двухъ 
векторовь обращалеся въ нуль если оба множочтеши одина- 
хозаго направлен, т0 дя геометрическаго пропзведеня 
трехь пекторовт оно выражается на оеновавы закона рас- 
предвлительноети обще тахнуъ равеветвомь: 


ме, в +0, ==, (9) 


т. е. геометричеекое произведене трехъ векторовъ обра- 
щаетея ыъ вушь, если оно вс тра лежать въ одной пло- 
екобти, наи ще сё параллельны {$ 3). 

Теометрическое произведете трехъ вехторовъ есть про- 
странетленная величива третьяго порядка ымФрный объем» 
($ В) в пыветъ геометрическимь представителемь параляе- 
липииедь, заключенный между векторами мвожителями. 


$ 30 Различных выражешя объена паралеллицииеда. 


Чтобы вычислить геометрическое пронаведене звекторовъ` 
а *б *6. > 


раздожимъ множителей по иапрезленямъ прямому, боковому 
и вертикальвому, обозначая посабдня цифрами 1, 2 п 8. 
Вынсеемъ за скобку абсолютныя величвны вевторовз и 0бо- 
значямь геометрическое умкожен!е суммъ векторовЪ знакомъ 
| |*} тогдь, обозначая послфдоватольныя приложена боко- 
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зато и верчикальнаго слатаениху лнахомь + (& 17, 4), на- 
лучлены 


(ар 


ве | СФ сень оз) 


Я’ * и =, 


22}. 1-3} 


Пуоизвеля из самом дбаб умно 


зие  овъимно порбендику» 
яярных\ зекторовь и уаецеложнеь каль МОЖ Иа' 
не 


лей ва 
р членах №5 зом ие самом порялеТ, иь котовомь 
5? ьееА) (т. 
и павонейь пертикильнай мк 
житель), мы можем перейти отв гечнетуочесгихь провиве- 
дешН ивлимто перпондикуляниыхь везторь кф алгебрьиче- 
енигь произведетяыт, ихъ длина. Горда пмфевиь: 


В Вход, 2 ирониведеше 
чаши нряной, зазть боков 


«ий 


а реа ут, 


вв == 946[8(41) в8 (12 $63) — сз(а1) с(023с3(3) в 


1 68(61)с (а?) 63) —ез(В1 )с3(2}с3(63) + с8(61 ее ежа) — 
— 68 (61562) с5(а3)]. (2) 


Виражене, стоящее хъ схобвахъ вполиЪъ пвляотичио выра- 
жению 3% угла между векторами @ в В, паписанаому иъ 
‚акомгь вид: 


1ез(ал) -+-св{а2) * 
316) == == 65(@1} с 


)) — 2501) 9 (а2), 
68101) с8{52) 


тдЪ векторы 1 и 3 имфють первый прямое, я второй бико- 
вое направлене. 

Ба этомъ осповайи Штаудть назваль трагономохричевый 
множитель выражения (2) свпусомь треграинато угль моду 
лишаии а, Вон с; обозначая его дая краткоети через, 3* (а), 
инфент: 


бб.’ В аб е втайс). (=) 


ЧР 
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Приняяъ за паправлеле прямой гдияицы направлен в 
тори @ и воявъ боковое направлеше въ плоскости некторовъ 
ан, мы получаемт, вмфето выражения (1) слблующее упро- 
пеиное: 


набр | 683 1 88 0 


4, аб 


оу т эр ау се 
Изи, обозиаиля угова В метлу векторами @ и В черелр (В), 
а уголт 3’ вектора С еъ плоскостыю векторонь «пб чере 


ее], пыфемт: 


вери +6, 


о ацай) эя[(авв]. 4) 


Нахолець, послТднее имражене можеть быть представлено 
еще ыв захонт, вади 


‚ = афс 81 (45) „вт(ае) п [(ифУ(ав)], {5) 


гАБ [(9)(0<)] есть обозначеше угла между плоскостями (а6) 
я (ас). НовиЁбдиее выражеле мы будемь имфть выке па 
осповани иныхх соображений. 


$ 31, Гвометричегыее ироизведене двухь мбриыхт, точекь и 
хеометринеское пропзведеше мфрпой точки ма вектор. 


Если въ геометрическом произведения двухъь векторовь 
(8 25): 
ОА+0В (1) 


мы будемь разсмагривать точку О, какъ проноволиное общее 
начало пашлхъ векторовь, то пространственнох зеличама 
втораго порядьа (1) будеть завиейть только отЪ положешя 
точек Аи В; она не будегь ифиять своего вначены, если 
„арональ параллелограмма (1), не мВняя своей дииы, будеть 
неремТищалься вдоль той прямой, па которой она делить; 
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такльь образомь вырамжене (1) пренставляетф собою такую 
неличину, которни можеть быть задана полозсенимь в® про- 
странствь опредваенной примой пе дуленою нононорио отрозии, 
на ней лежеицило. А похому согласно принятыхь нами опре- 
дБленямь ($ 1, 4), геометричестое произведене днухв век- 
торозь с6 проиольнымь общимъ началом, наи иначе, гео- 
метрическое пропиведене двухъ мрныхь точек есть про- 
странетненная  печниния втораго порядка мьрная часть 
прямой *). Такую величину мы будемь обозначать черезь 


4» В, 


тд Чи В обозначаютъ собою положены въ пространствь 
тЪхъ мБрныхь зочекъ ($ 1 3), дия которыхь зектори ОД 
н ОВ съ произвольным общимв началомв служить геомет- 
рическими представителями (6 3, 2). 

Теометрическое произведен? м#рныхь точекь обладаеть 
(1) ибдующиами свойствами: 


АьА == 0, А-В = — ВзА, ©) 


Бели умножить мВрную точку кратности еднниды, еовиала- 
отую съ началом или ковцомъ вектора АВ, на вамый 
векторь АВ, 10 мы получаемь ифриую часть прямой сов- 
падающую по длин п ваправленио съ вектором», ибо 


4-(В— 1) = В 
(8) 
в ВЫВ—4) == — ВьА = 4-8, 


При обратномь порядкЪ множителей получается иёрная 
заеть прямой ливш, противопоножная по знаку съ векто- 
ромъ, ибо 


(В--4).В == — 4.8 = В4А в 
| (ВА) = Вы. 


=) Н, Налко1. 0. 7, р. 180. 


Тыть каюь вь формузахь (3) и (4) ножио замЪнить векторъ 
({В—А) любымъ векторомъ пространствь, равнымь ему по 
даниЪ п иаправаенио {$ 3), то гоометрическое произведен 
мёрной точки па произвольный зскторь пространетон, выра- 
паетъ собою ыфрную часть прамой, разную во длнЕЬ в 
направленно невтору и проходящую черезъ данную хЁрпую 
точку, 

Выше мы упазали, что геометрическое произведев!е двух 
мрныхь точекъ А и В пе ыфняется, если оп? перемзвда- 
ютея вдоль прямой, на которой они лежать, сохраняя вза- 
имное разетояне, 

Можно доказать, что усломе это для сохранеыя велачины 
теометряческаго произведешя двухъ м®рныхь точекъ есь 
необходимое и достаточное. 

Дйствительно, если яамъ дано зекторное равенство на 
прямой лини 


АВ = СР, 
то всегда можно взять такое дИствительное чнело %#, 
чтобы ($ 17) 

Аб= тАВ. (5) 
Тогда имфемъ: 


С. = 0-0) = 08-4) = [А+ (0-44, 


паи на основания (5): 


С.Р [А-тВ-- 4-4) == 4(В--4) = А,В. (6) 


Обратно, еели памъ дано, что 
.4+В == С+Л, (7) 


то можно довазать, что точки 44, В, О п лежать на одной 
прямой и притомь 4В== ОХ. 

ДЪйствачельно при условш (7) лини АВ и ОД яе могуть 
быть непаралаельными и нецересфкающимиея, ибо иначе, 
ззявъ вмБото Ди В векторы ©ъ пронзвольнымь община 
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хачаломь, мы получиаи бы дуб эфримая площади, нормали 
которыхь не параллельны, а елёловательно И САМЫЯ мвр- 
ция пложади ($ 26) не равны зежду собою. Легно задфть 
теперь, что лини 4В и СО необходимо должны совпадать, 
160 еели бы они переефкалиеь и К была бы точка ихь пе- 
ресфчен, то положивь КЛ==АВ и АМ = СР, мы нолу- 
зныт (3) 


А-В = ККЕ-К), 0-0 = КАМ--К), 


откуда па оеноваые: (6) 7-Й = ИМ-К т. в. вектовы КА 
и КМ совпадмоть по дливВ и направленно. 

Лным 4В и СР не могуть быть также ц параллельны, ибо 
изв равенства (7), положив 0-—0-=и(В-—4), мы получаем: 


АВ. 4) —быиВ—А) = (АтОнВ—А) = 


откуда таяъ какъ В ие равно 4, 10 А==т(С т.е. точки 
Ди С совнадають по положению п притомь т =, т.е. 
венторы 4В и СР не только равым по длин, пои лежать 
оба на одной и той же прямой. 


$ 32. Геометраческое ироизведеше трех. мврныхч, точект. 


Если въ геомстрическомъ произведени трехъ векторовъ 


0.4. ОБ»ьОС (1) 


мы будемь разематривать точку О, какъ ироиавольное общее 
начало резоматриваемыхь векгоровь, то пространственная 
велячина (1) третьято порядка будетъ зависить только от» 
поломены въ пространетв точекь 4, В пл 0. Такая вели- 
чвиа пе будегь мфнять своего значешя въ томъ случа, когда 
точка 4, Вя О будуть перемдатьея ло плоскости танимь 
образом, что площадь АВС будеть сохранять свою 2600- 
лютную величину и звакъ; такнмъ образомъ вырамене (1} 
предетавяяеть собою такую величину, которая можеть быть 
задата положеенеме вх пространетвт. опредъавнниой плоскости 
% величиною в знаком нокоторой площади, леокалцей на ней. 
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А потому согласно принятому нами въ $ 1 (5) олредфленю, 
произведеще трехъь везторовь съ произвольнымь общемъ 
звчаломт, зли нначе, геометрическое произведение трехъ мёр- 
выхь точень есть пространетвенвая величина третьяго по- 
рядка мюрная часть плоскости *). Такую величилу мы будемъ 
обозначать черезъ 


А-В» С, 
4$ А, Ва С сузь м6рныя точки. 


Геометрическое иронзведене лрехь ыёрныхь точекъ обла- 
даетъ (1) сллующими свойствами; 


АьВ.В = 0 (2) 
| А»Вьб == — 4. б,В (8) 


Сравнивая послёднее свойство геомезрическаго произпеденя 
еь принятыми намн зыше ($ 26) обозначещиыи теометраче- 
скаго предетовителя мБрной площади, мы закмозаемъ, что 
геометрическемь представителень мрной части цлоекости 
мовегь служить площадь треугольника, положене плоскости 
вотораго въ проетранетвв постоявно н котораго знакъ опре- 
дфдяется направлешемь его периметра относительно его 
площади. 
Свойство (2) можеть общёе быть выражено так; 


АьВь(=0, 
(4) 
ад -+ЪВ 


вели гб 


т. в. мфрива площадь всегда разпа чузю, вели одаль яэъ 
мвожителей, входящихь въ ея выращене, есть алгебраиче- 
сказ сумма двухъ оставьпыхь. 

Такь какь множители, зходаше въ выражен (1) соглаево 
$ 29 (3) подчиняются закону еочеталедьноети, 10 м®рвую 


*) В. Напке, 0, 2. у. 183. 
8 
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часть плоскости можно разематринать хакъ геометрическое 
проязвелене мфрной части прямой люзи на м®рную точку, 
А такъ кавъ мёрная чаеть премой не мфняеть своего зна- 
чеши {8 31) въ томф случа, вели опа, сохраняя свою данву 
и наиравлевю, перемфщиетея вдоль прямой див, ва кото- 
рой она лежим, то отеюда вафдуеть, что мфрная чаеть 
паоецости не вомбыноть своего означены, евли мфрныя точки 
мпожитоли перемфщаючея но плоскости чарвиль образом, 
что изощаль треугольника созраняеть при этомь свою ведн- 
зину и энаь. 

Что каслется геометрическаго предетавителя м8рной чаети 
плоскости, 10 ия тожества 


А»Вьб = АКВ—А (0-4) (5) 


сафдуеть, что зеометрическ представитель А»ВьС есть пли 
площадь параляелогримыя, иди же удвоеннай площадь тре 
уолника АВО. 

Мёраая часть циоскоетн существенно отличается отв мбу- 
вой площади эВыЪ, что носяЪдняя можоть, не мВняя свозго 
зпачешя, перемВщатьея въ простравсявз пароллельно самой 
веб, тогда кахъ мфрпая часть плоекости ис можеть, ве 
изыфвяя своего зпочеши, перомзетиться съ той ипзоскостя, 
на которой она лежать. ДЪйствительно, если мы вообразимь 
ееб% пуфето ыйрвыхь точекь векторы съ пропчвольнымь 
общимъ началомв (1), то геометрическое ихъ провзведеше, 
очевидно, мВняется пра перемфщеню той плоскости, на ко- 
торой лежать точки 4, Ви С. 


8 38. Геометрическое пропзведеще четырехь м8уиыхь точект, 
яе лекащихь въ олиеЯ наоскости. 


Геомегрическое произведен!е четырехь мфрныхь точек, 
яе ‘лежашнхь въ одной и той же плоскоста: 


4» В» С.) (1) 


выражаеть собою вслнчину, завиеящую отъь положемя въ 
пространствВ иФкоторихь четнрехь точекь; такую величину 
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ми условаыел называть иространетвенною ведичяной четьер- 
таро порядка ифрною чаетью пробтранетва 1, 6) *). 

Тажь кабъ геометрическое умножеше подзипяется закону 
сочетательности ($ 29 8), то везбдстые свойстеь геомет- 
рическаго произведен трехь ибримхь точекъ (6 39,2, 3), 
мы можемъ получить слфаующ свойства мфриой чаети 
пространетва: 


4-В.0.6 = 0 {8 
5 4«Вь д.0) == — 4+ ВьТьб (8) 


Сравнивая послёдиее свойство хЪрной части пространства 
&ъ принятымъ нами выше обозначещемь объема тетраедра 
(6 29, 4), мы закпочаент что гвометрическимь предетави- 
телемъ ифрной части пространства можеть служить объешъ 
тетраедра при принятомь нами правнлв обозниченя его 
знака. 

Свойство (2) можеть общфе быть выражено такы: 


АВь С, = 0, 
(4) 
если 20 -=04+-58+50; 


т. в. ибрная часть проетранства равна нулю, вели один 
изъ множителей, входящихь въ ея выражеве, веть алгебра- 
ическая сумма трехь остальныхь. 

Велфдотые закона сочетательностп мфрную чаеть про- 
втравства можно разсматрявать и кажъ геометрическое про- 
пзведеше мЪфриой точки 4 на мБрпую часть плоскости 
В»Оьр, али ме кашь геометрическое произведеше двухъ 
ифрныхь чаётей прямыхь 4»В п 0*Л. 

Так какъ м8рная часть плоскости можеть, ве м№няя 
своего зваченя, перемфщатьея по плоскости, то отеюда за- 
ключаемь, что мфриая часть проотранетва пе чзыбыяеть 


*) Н. Напьей. 0..2, р. 186, 
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своего значеня, если мы будемъ пережфщать въ иростран- 
ствф мВрных точен множители токимъ образомъ, чтобы тет- 
раедрь сохраняхь свою азбеолютную величину и зла. 
На основан этого мы убфиждаемся, что 10 существу мЪр- 
ная часть пространства п мфрный объем» нячфыь ие разли- 
чаются ве пространств трехъ измфревН, но мо способу 
позученя изъ вв пространственныхь пеличинъ низших 
порадковь первая есть пространственная педичина четвертаго 
порядка, а второй велачана третьяго порядка. 


Заифтивь, 470 ТАКЪ Кахъ 
АкВьбьВ == (В— 4 0—А (4), (5} 


то геометрическое провзведоше 4+0» выражаеть сойою 
объемъ паряллезтолиеда, & потому 38 геометричесмй пред- 
сотавитель И»В»С»Р долженъ принвматься местакралций 
объемь пирамиды АВСР. 


$ 34. Значеше геометрическаго умноженйя дая опредвленя 
отиокя я провтрапегоелныхт величли. 

Условиыся называть независимыми между ©0б0ю системы 
ыфрныхв точень или системы векхоровъ въ том случа 
если можду ними не существуеть хинейнаго соотвошени. 
Для даниого блюжайшаго осковавя системы ($ 1) напболь- 
шее число позависимыхь элемептовь влозн® опредфзенно; 
такъ числа независамыхь векторов для прямой, плоекости 
и проетранства соотвфтственко суть: одичь, два и три; 
числа о независлныхь мФрныхь точекъ дая тЬхъ же осно- 
зав соотьфъственао бодфе на едивяцу. 

Геометрическое проияведен!е, которато порядовъ равняется 
наибольшему числу пезавиенмыхь мбрныхь точень или вех- 
торовъ дя ближайшаго основан! (5 1) свотемы величин, 
мы условямся называть омониимие чвометрическаииь эрозведе- 
зиела, в пространственную величину, имъ выражаемую, высшей 
пространственною величиной, Изъ прехндущаго езфдуетъ, что 
зыстшая пространетвениая величина можеть вноднв ироиз- 
вольно перемфицатьея по ближайшему освованю ея множи- 
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Отеюда слёдуеть: 

#) Отлошене двухъ высшихь пространетвенныхь величину 
вет, число зфйствительное; а ногому обратио, еели принять 
нЪуоторое высшее геометрическое пронзнедене за осповное, 
хо отноептельно ото всякое дЬЯотвительное число будеть 
имфть гоонстрическимъ представителемь опредёленную по 
величинь и знаку выстую прастранственную пезизану, 

2} Сложеше высшихь пространетвенныхь лелячинъ не 
отзячцехел ничБуь по существу от% затебраическаго сло- 
вешя дьйезрательныхь чиеолъ, 

3} Чтобы опредфлить величину и зназь выснтей проетран- 
етвенной величины достаточно выуазать векторы, пли мВрныя 
точки множители череву, сумму ® осиотныхт, нехторевь, нах 
мфрныхьъ точеюь, гдф ® есть напбольигое чнело пезалисимыхл 
величет для ближайшато освонлшя састемы, а затфитх про- 
илвести геометрическое умножено, Отвонене козффихен- 
човь при геометризескаху проззледенихь п вириуть собою 
отвошеше ризематриваеной пелечины хъ основной ироетран- 
ственной величян. 

Такь въ формулахк 8 28 (3) и $30 (1—5) зь пралой 
чаети очевидно подразумФваотся множителень геометриче- 
&кое проязведеше векторовъ, разанхъ единиц дляны и сов- 
падающехь съ направдетями прямммъ, бокозымъ и верти- 
хальнымь, причемь отношев{е правой частая 55 козффащенту 
{еданица) при лВвой части п выряжаеть собою отношеше 
разематриваеныхь пространственныхь ведвчниь въ оеновной 
адяниц. 

Подобнымь же образом, если 4,, 4,, А, суть вершины 
ифхотораго основнаго треугольника, то варазивь ифрныя 
точка М, МиР как суммы оснозиыхв мфринхь точекъ 
{$ 9) я произведя геометрическое умпознеов!е, мы пыфемъ: 


зи +, 
чи МноРа= ть Ат, Ар, А, == | п, - пни, А «Д.А, 
д-р ть а) 
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тд ноэффишенть при 1,*4,>А, ня основаши свойству, гво- 
метрическаго умпоженя ($ 32, 2, 3) ость очевидно низто 
вное, важъь детермнпанть, составаенный изъ тЬхь же эленен- 
тозь. Величина послёдняго детерминанта, дВаенная па жир 
п выражаеть собою отношене мёрныхъ чзстей плоскости 
ММР п АА, А,. Совершенно вналотачныя виражетя имфють 
место при опредзленш мфрныхъ частей пространства и мВр- 
ныхь частей одной и той же прямой. 

Для лушнаго усвоены геометрическаго умноженыя разсиот“ 
риаь Вфеколько частных злучаевт. 

Точки В и В,, зармонически сопряокенныя с5 А и 4, на 
прямой аи, двлята часть АА, прямой вв отношении 1:т 
(одна внутренне, в друая внлмние); выразить отнощеше 
ВВ: ЛА. 


Согласно $5 5 и 7, нывемть (8 31, 2): 
(т- П.В ит) В, = (т +4 (в А— А, - т, с ®А А 
откуда 


2т 


ВВ — или) 


ПоежЪдияя формула давая искомое откошене, вит съ 
тфиъ выражасть, что отрёвкн АА, и ВВ, ныфють одинаго- 
вое направлеше дая т<_1 и противоположное дая т >11. 

Выразить отнношеще площади туреуольника НОВ въ пло- 
зцади овновнало зпреуюлиита АА, 4,, сли ПН ееть зточна 
вотрючи 60 вы605, [9 чентрз кууа вписаннало [2 Чезтрь 
ею тязеести. 

Согласно 8 18 (1,4, 7) имен: 

МАНИЛА, * 


12 ААУ Аьея ка „Ни вт высь, | Д.Д жД, 


тт! 


откуда, расположивъ 30} мпожнтеля вв одинаковомь порядки 
мы получаемъ; 
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НЬО-б: Аз, ый 
А. „А, -— 4.) 812. ‚А, {А,—А ‚} +2, 51 А. 24). 


° (8) 


2, нид .9 А, . 68 4 =. А, . 68 4. 
Подобнымь ив сповойонь не трудно вывести отношен!е 5 
иЪрлой площади 4. А.А, мёрной площади О’Р@, га 0’ 
дентрф круга, описалнаго около основиаго треугользякз, Р 
центръ тяжести его периметра, & @'’ ценуръ тяжести самаго 
треугольнись; притон мы позучииь пре 4, *4,«А, ко8ф- 
фищенть въ четире раза меньший, чёмъ пъ выражены, (3) 
14), еслв преднарительно примем №о внимате, что 


У то.| зи, -- А.) == Узй ЗА, (ЪА, 88 А,), 


гдЪ Х распространяется на углы треугольника А, А, 1.. 

ЗВичиелеше отношений зпачительно сокращается, если ко“ 
эффащенты при нфкоторыхь изЪ основных» мвриыхь точен 
(обращаются въ нуль. 

Такь, вычиеляя отяошоне къ объему основваго тетраедра 
объема тетраодра СЕТ. А,, вершины козтораго: С’ ееть центрь 
тажесоти основнако тетраодра, К дЪлеть ребро оеновнаго 
тезраедра 4..4, пополамь, Г двлять ребро 4,4, въ отно- 
ненш 2:1, в 4, ебть одив изъ вершинь основиато тел- 
раедра, мы получаемъ: 


ЧО ОВ Лад, = (Чина, + А.А, А, в АА, Ай, 
Или 


О Я 


те. ВКБА, == а 4.4.4.4, 


Наковець, мы привелемъ дла двухь воднинварныхь ПлОСкИхЪ 
систем, доказательство постоянства сложнаго отно меня пло- 
щадей, иыфощихь вершинами шесть паръ соотвЪтетвенныхь 
точекь, ($ 12). Пусть имфем: 
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А, А, А, В, 0, В; 4, д, 4, В, ©, 1, 


зд% одинаковыми буквами обозначелы пары колленеарио 
воотвфтетвепимхь точекъ разематриваемыхь снетемф. Тотда 
принзьь А, 4, Ч» и 4’, А’, Ау’ въ обфихь сиетемахъ 
за осповнмя мфрвыя точен, мы закоючаемь, сотлисно 8 13 
{2}, что вели 

В = ЗА; еб=%е4А; 90 =59, 4, 


то дли полученя язь 4’, 4,’, А›’ точки В’ соотвётственной 
точкев В, мы доины взять: 


РВ = АГ --ТЬ А’ + А, 
ДА потому выражен ($ 12); 


ААВ Ар в 
ЯВ: 4.00 В, 


(АА, А, ВОР) 


яе мфиябт® своего значеня п для вовыхъ шобта точевъ, 
коляниеарно соотвЪзетвевлыхь зватшиъ точнамь, ибо оно 
очевидно ве мфлаетея при зам н% 6,,0,, 9, соотвфтетвенво 
черезъ 26, то,, д, ас, и 9, черезь ие, в #9,. 

Таково значене геометрическато умножея для ваховде- 
я отношен между проетранетвениыми ведичинаыт: оно 
зесомнфнио предотввияеть собою витеревь ло крайвой 
ироетот% и общноетя иремовь, но гоометричеекое умпожене 
еще болре пыфеть зрачен, какъ мы увидимь, лия опредвле- 
1Ич позощенн и изираваеня простравственныхь величииз. 


8 35. Дополнительное улиежоме двухь пекторовт. 


Перейдемъ въ изучению свойстох в значешя втораго ча- 
стиаго умпожешя вокторовъ ($ 24), а именно дополиииель- 
наз умножения. 

Инвемь два вектора плоскости 


аа 9”, =”, 
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Условнмея дополнительное пролзпеленге зевторовь 8, и » 
равное аб0({—5), обозивяить черель 


4,5, 
Тогда, согласно предыдущему (3 24), имвемтъ: 
ав, = И-на”Ь” = 06681 —2) (1) 


Дополнительное произнедене дзухт векторов ао, можеть 


быть получено изъ алгедраическаго произнеденя же 
вехторовь 
лее в миа р 
робу == а’, Нана”, 
если въ послфднень мы положим а’б” та” =0 в пере- 


иЪввмъ знань у 4” яа обратный. Яено, что пря этомь оне- 
рашя @, ов, сохраянеть свойства злиебранческаго умножеши 
(8 16): однозначноеть и распредъаиительноеть олтносителу- 
но сложеня, Кром того на основаши опредваени дбпох- 
низельнаго произведен (1) оно обладаеть евойствомъ пере- 
жюстительности, а тавже свойствами: 


об, == аб) @,5Ъ, и: ==0. (2) 


Послдыя свойства отличають дополнительное унножеше 
оть азгебранчеекаго, 

Можно обрално опредфлить разематряваемое дфйетые, 
хакъ" умножев!е однаго вектора на проекцию другаго вектора 
на его направлеше, причем распредЪлительность дёйетия 
относительно сложения и веё ароч свойства являютея слЪд- 
стшемъ тапото опредблени *). 

Конкретнныъ представителемь дополнительнаго произведе- 
я Явухь векторовъ въ областл механики авляетея коли- 
чество работы. Въ механикё разсмаеризваемое умножене 


*) Н. бтоззтап. беотевчеева Апарузе. Гейрае. 1847, р, 17. 
А. Е, МбЫпз. бозвалилене ЗУые. В. Гр. 618, 


— 1 - 


употребляется давно, межлу прочиыъ особезно часто 9 
употребляли въ своихъ вуреалх»х механики Резаль и Сомовь. 
Дополивтельное узножене болфе чфуъ двухь пбкторовъ 
за обладиеть уе свойотвомъ одиозначности и перезфотв- 
тельности, & потому иы не будемъ его разсматривать. 


$ 36. Зпачеше хоноловтельного уувожещя для усталоласня 
метричевкихь соотнешешй между иространотвелными везачирана 
разлиунаго паправлены. 


Дополнительное умножеше позволясть весьма проето усти- 
новить метрическую зависимость между лишяня различнаго 
ваправленя, 

Пусть мы имфемъ векторы св произвольнымь обдимъ на- 
залом и пусть 


А+В-=2М ВА АВ, @) 
Умнохая эти уравненм дополюйтельно сами на себя, пыфемь: 
+ В24оВ = 4М% {2) 
4 ВВ В = АВ (8) 

откуда имфемъ: 
2.41--2 8 = 4М-+ АВ, (4) 


445В = 4АМ\—АВ'. (5) 


Взять въ выражешахь (3 н 4} за общее начало векто- 
ровъ опредфяенную точку плослости 0, мы пмфемъ. соотно- 
яев!с между длинами сторонъ треугольника (3) и выражене 
мещаны треугольника черезь его стороны (4). 

Изь выражен\я (4) савдуеть, что точки плосвоети, для 
хоторыхь 

ХА: ХВ —= Обия. (6) 


лежать на охружноети еъ цевтромь въ ДМ, яыфющей ра- 
Мусь (5) 
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= У АВ 41, 


гдь АР`’= — ХАоХВ есть, цакь это легко вядёть, квадрать 
каовлельвой лиши, проведевной изъ течки До кь равематря- 
ваемой овружноети. 

Зам бтимь, чо точки Х чой же окружности удовхетворя- 
ють также (5) уравьневю 


ХАсХВ == Сопй. (7) 


Умноживь т же выражены (1) дополнительно другь на 
друга, получвемъ 
В'-—4: == ЗАВоМ. (8) 


Еели мы обозначимь проэкцио ХМ ва аино АВ через 
СМ и назовемъ точку, синметричную точь® В откосптельво 
С,, черезь В,, то мы можемь перейти къ алгебралческому 
пронзнеденно отрфзковъ одной и той же прямой я будемъ 
имВть вмзето (8} такое выражене 


ХВ-—Х4 АВ. М-20)--АВ (А+ В—20,)-= АВ. В, 4, 


иди ХА—ХЬ'— АВ. АВ. (9) 


Послфдаее уравнеме ноказизяетт, что геометрическое место 
точенъ Х, для которыхь разпость кводратовъ разетоян!й отъ 
точекь 4 и В постоянна есть прямая, перпендикуляризя кБ 
АВ. Если мм вообравлыь себЪ, что Ж перемицаетея эдоль 
прямой перпендикулярной къ АВ, то уралненю (9) показы- 
заеть, что для всфхь окружностой, проходящихь черезь 
точки Ви В, я лыбющихь цеятръ въ точкв Х, длина касв- 
тельныхь шишй изъ точки А постояяна, 

Замфтимт, что, вели ВВ, поверяется оол0 евоей средины 
на произвольной уголь и займеть положеше В’В,’, то для 
данной точки 4 


АВ’ АВ,' = бов, {10} 
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1. е. если даяную точку плоскости соедивить ©Ъ конидми 
пропзвольнаго даметра дапнов окружвости, то дополнитель- 
ное провзведеше полученныхь зектороль есть величина по- 
столнрая п носпть вазвиые слепони точки относительно 
данной окружности. 

Ихъ уравненй (3} и (8) сийлуеть, что для треугольняяа 
ВО, средины сторонф котораго суть С’, В’ в А’ выфють 
мбето слбдующщя соотновтенИя: 


АВС ВоСА+ 6% АВ=0, (11) 
АВ: 1-В 014. СА*== — З(АВсВО + Вбо@А--С4ьАВ). (19) 


Раземотримт нфкоторыя соотношев и между лиными въ че- 
тыреугольних®. Нусть АВОД четыреугольнакь произволь- 
вата вида; тогда дополнительное произведев!е его д/згонилей 
можеть быть выражено такь: 


Аб ВР==(0—А)о(р-- В} == 4оВ--Воб.- 6+ ед, (13) 
зан ва освован (2) ямфемъ: 
340. ВР == 41°--Р0*--0В*-. ВА®. (14) 


Отеюда слфлуеть такое соотношеше между дололинтельными 
произведенями дротивоположныхь сторонъ и магоналей 
четыроугольника; 


АВо00-- ВО АО-+ 04° ВЛ == 0; (15) 


шобяЪлнее собтношен!е волн аналогично съ суммою алге- 
брапческахь произведен лёхк же векторовь ($ 23, 2), 
Дадфе на основан (2) пыземь: 
АВ: + ВО’+ 00-е = 
(5) 
=.40*-- ВЛ: АВоВ(--ВСО—СГо А-П АВ, 


пли, обозначивь черезт К в Е ередивы дагонаей АО и 
ВР, ямфенъ: 


ит 
АВ-- ВОт 4- ОТР ь 4 01-- ВР-АВ-+ ОрвО+-А} 
= 40+ ВР+(В-4А 0 бь(В— С, 0—4). 


ван АВ ВС:4- С Аз Аб В1-- (91-9 К) 
=40‘-+ Вр". акр". {17} 


Не трудно вывести "уф ие путемт метрическй воотпоште- 
я для частпыхь ввдовь четыроугольнывовь, во ны не будем 
на этомъ остаяаваиваться и порейдемт къ выводу н\еколь- 
кохъ форыуль боле общаго хиравтера. 

Инфемъ сумму м?рнихъ точект разаичиыхь кратностей 


За == А-В +0 +... ==. М, (18) 


Умножнит посафдаее выраженю дополнительно само на себя; 
уогда согласно (2) имфемь: 


Ма) = У А Дао В—0° 4-м. В АВ”), 
пап М Ха)? == Ха 41. Ха —ХобАВ*, 


или, обоаначая 20 черезь и, получаемт сафлующее выра- 
жене дая разехолны произвольной точки оть центра тя- 
жести ЛМ: *) 


тМ—ХаА'— р АВ, {19) 
но съ другой еторовы 
Хади М--МА)1--М'Ха-- ХаМ А+ Меха МА, 
а такъ какъ (18) ХаЙГА =0, то отсюда имфемь **): 


а М: = 5А’—М4) (20) 


=) Выражен!е это впервые получнаъ Лагравлет (Мёвалле вилубоце, 
.Ър.Т 320, Ш, во. 20), 
#8) Бещег. безаш. МетКе 11 В, р. 107, 
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Сравнивая (19) в (20) получиемь: 


Хамд* ИРА". {21) 


Уравнеше (19) показывасть, что выражене 
УаХА'= Ой (22) 


удовлетворяется для точегь Ж, лозащихь на окружное 
Бруга еъ центром въ точ М, и что выражение (22) пыфемь 
зийблини, если Х совиадаеть съ М. 

Вт частному случа для празизьнаго яугольвака, внисав- 
нато въ кругь радуса г, имфемь выражене суммы квахра- 
товъ вейхЪ его оторонъ и датоналей (21): 


ЗАВ: = 


(23) 


. 


а изъ выражешя (20) слВдуетъ такое выражев!е для суммы 
квадратовъ разстоянй точки Х окружности отъ першинъ 
разематриваемаго многоугольника: 


хи 


(24) 


Вели вь выражения (19) взать сумму только двухь мёриыхь 
точен, то мы получимь изветное выражене квадрата ли, 
соедвняющей вершану треугольдика еъ точкою, дфаящей его 
основа е въ отношени же: и, в въ частвомъ случа и выра- 
жене тиши, равиодваящей уголь треугольняка. 

8 37, Завиенноеть между произведемями двухъ векторов: 
тометричевкииь, дополиительныь п общим алгебраическямт. 


На осноташн основныхь свойстаъ теометрическаго в до- 
полнитольнаго произведовм можно одно изь нихъ замфиять 
друениъ, а именно: 


(2) 
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Кромб того нзь $ 24 влЁдусть, что 
Нар {3} 


4,55, — бб (3) 


“., ‚= ой 


н,.6 


- 


а отсюда пелучнемь формулы для замбны общаго азлтебра- 
ическаго пронзвелешя произнедешими геометраческияь ни 


дополнительным, в Таже формула дан обратвага переход: 


“, бу а и, (5) 
ив, р ра об (6) 
Забери, (7) 


Леремножни уравнены (3) в (4), получзех: 
(ао - (46) 67", (8) 
Ноложивь въ ураввешихт (6) и (7) 4, 


‚ получаем, 910 
р == 0091), 
5, 2(Ь зи)". 

Умножньь посяфдщя выражешя на 1, мы нолучаемъ выра- 
мени длины и иаиравжешы сумум п разности пропзвольныхь 
двухъ векторовф ралной дявны. 

Полученныя формулы могуть служать для устамовлетя 
связи между прострянственяыми воличиязми. Тань формула 
(8} поназывыеть, что сущестнуезь простая зависимость между 
хвадратомъ площади параллелограмма, заключенной между 
двумя векторами, и хвадратямн их длитиь ($ 86, 8), а именно: 


(9) 


(@6)* 


НО +9 — 6”), 


‚дв в длины Датонали параллелорахиа. 

Метлу ирочимь формузы (1 п 2) позволяютъ разематря- 
вать чнеловыя произведет какь площади, а потому сложе- 
це воаичину па плоскости, ими выратаемыхт, вичёуь не 
отличается от» едожешя дЪйсвительвыхь чнеель, какь это 
мы молча и принимали въ предыдущень параграф. 


ГЛАВА Ш 


Дёйстйя надъ пространственными величинами высшихъ 
порядновъ. 


8 38. сложен мёриыхь чаетей прямыхъ па плоскоети. 


Есди мрныя части двухъ прамыхь на плоскости пмоть 
общее начало, то велфдетше того, что геометрическое у мно“ 
жене подчиняется зокову распредфлитольности, мы имен: 


4-В-- 40 = АВ С) == 4520 == ЗА-. а) 


Изь этого равенства на основан того, что геомезрическое 
произведев!е двухъ м®раыхъь точекь не мфниеть своего ана- 
ченшя, соды онф перемщаются вдоль прямой, сохравия вза- 
пмвое разстояне, легко вывести прашило сложеня двухъ 
ифрныхь частей прамыхь, лежащихь па одлой и той же 
плоскоети, 

А именно, ви В А=Е-Еп )-С=@-Е, 16 Е 
есть точка пересфченя дзухъ прямыхъ АВ п ОР, то 


дьВ--6р = ВР- К. = ВЕ ВН. = (3) 


Итаюь: сумма буть итрнихе частей прамых паоскойти вето 
люрная часть прямой, проходящая черезь точку ‘нересьменя 
слааемить и равная по длииь и направлено вектору, выра- 
эюдлощему собою амебраическую сумму двух векторовз, равные 
#0 дацить и. направлен спладываелимз частяму дву прамыхе. 
Въ томъ случа, когда слагаемия части прямыхь парал- 
дельны между собою, мы имфемъ соглаено 8 81 (3), что 
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В -А) к ОР - бе ЯНВ Аьь бою В- А), 
(3) 


г. 2 веть ($ 17) дйетвитеденое чиеди; отеюдя получаем: 


АВ бер 


ДВ Ю (Я стонв- дует 6 ОВНА), 


Ули: 
[4 
А-В: Сы -= ЕДВ Ау ВВ Ан В В—4)-+ 9—0] 


А нотому: сумма мавры частей двуть паралаеланьиеь пра- 
лида ссть мтрнаа часть наралаельний мь эрямой, пролодищая 
черезь татую зночну Е ли, соединяющей начала саааель, 
которая дълить послъднию в% отношенёк образинома дань 
олзаеныхь частей праныть, 

Если выЪето мфриыхь точезь въ формулахь (2) и (4) 
вить вожторы съ ироозвольныйъ общимь началомъ, то они 
зыранають собою правила сложения площадей треуольниковь, 
июне общую ввраину. 

Такъ вавримфръ на основани 
22 (2) мы нывемь [22], что 


олВ- 060 =з0ЕН= ОБЕ; 


причем, велн О будеть вн угла, 
заключеннаго между векторама 
"< 4В в 060, то ОБЕ выразать 

<0б0ю сумму площадей, еели же 
внутри то ихъ разность, ибо тогда одно изъ слагаемыхь бу- 
деть отрицательно. 


$ 39. разногть двух, ивриыхь частей паралаельныхь прячьхь 
одииакогате паправленя и разной длипы, 


Если мы примфиемъ формулу (4) предюдужтато параграфа 
къ случаю сложешя АВухъ мЪрнихь частей прамыхъ, развыхь 
по длин» Е имъющихъ паправленя прямо противоположных, 
10 должиы заключить, что искомая сумма Сеть мфрная часть 


9* 
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прямой, равняя по дани пулю в удазецная въ бодговечность, 
Но ск другой стороны примЪфная къ этому елучзию непосред- 
ственно формулу (8), мы получаемъ! 


А«В- В = АВА) СВ 4) = (А-бУВ-А 11) 


ДА такь кльъ геохетричеекое тресзтелене дв 
есть мБрызя площадь (68 25 27), 19 мы Завличеемь, ч:0 
сумма дуть мпрныхь чистьй примиха равной длины и прямо 
эротивополиннато направастея выразив © бою мириро тло- 
чцадь, ридставленную параллели а»момь, прозивоположныя 
сторены котораао совнаданииь г5 сабааемыми по длит  поло- 
окенйо. Итииъ, если векторъ АВ = — СО, то 


векторовъ 


А» В. С. = АВС. @) 


Такимь образомъ, подобно тому, какъ разпость лвухз мЁр- 
пыхь точекв равной вратпости, пе совпадающих по н0л9- 
жен!ю, есь векторъ, величина перваго порядка, таит точно 
разноеть двухь равныхь мо длин® к направлению частей 
прамыхъ, пе совиздающихь по положенно, ееть золпчина 
одного порядка съ ними м6рная площадь. 

Евдя въ уравасви (1) выфето ибрныхь точень взять век- 
торы съ провувольтымь общимь пачаломъ, то оно ноказы- 
заетъ, что разность площадей двухъ произволрныхь парал- 
ленограммовъ, нх|ющихь общую зершину, Маговаши же 
фавныя п параалельныя между собою, равняется площи 
параллелограмма, луфющаго эти дагонаяи своими противо- 
положпими сторопамя. 

Примфния уравнене (2) въ другой пар противоположныхь 
сторона того ие парадхедограима, мы получаемъ послё сло- 
мены слфдующую формулу: 


А»В--В-О-+ 0.0+-ВьА = ЗАВОР, (3) 


которую нетрудно обобщить. 
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ДЬйетвительно: 


Од АВ-==(А-ОБВ- А) = 4» 


--В(ч-СьА ==ЗАВО: (4) 


Примфняя посяфднее уравнев!е ко всфыъ троугольвикам, 
яз которыя многоугольникь АВС... дфлится мегонадями, 
проведенными нзъ его веришны, мы получаемъ поел сло- 
женя, что 


4» В +В, О + (»р--...--КьА = АВС. .К. (5) 


Игись сууча име» прамыхь, возисающехь о данув и 
нау ваеню съ пов ваюнтельйы ит есоронаяи  изио горам 
прамоаивениатю ко уро, эыраие @тЪ собою удичевную мр- 
ную площадь, ограяачениую ТВУЪ же контурохь. Тетъ вы- 
зодъь при помощи котораго мы получиаи уравиеше (5), 
оправдынаеть между прочимъ собою, то правило, которое 
мы установюли выше ($ 26) дал опредфленм геометрическаго 
прелетинителя еуммы нфеколькихь мрныхь змоздадей. . 

Зам уши, что гагь нивь лВвнячиеть уравнения (5 вофиикаеть 
собою мТрвую часть безгонечив удйленоой прямой равную 
ло даниь нушо, & безконочно удаленная прямня плосгоети 
можеть быть разоматриваема, какъ прияадледащая вовыъ 
пноскоетмлуь, параляечьнымт мемлу собою, то сумма мЪр- 
нихь частей прамыхь уравнепы (5) нс только ве м\вяется 
при любом перемфщеши нё нлоскоети, ло и пра перемЪ- 
щен ихъ на другую плоское, параллельную даатой, что 
впознв согиаеуется съ установленными нами вые ($8 1и 
26) поватями о мфрпыхь площидухт. 

Далве на основант уравнешы (1), обозначая через5 а; 4, 
,...@, посяфдовательныя положения мфрной части прямой; 
двмвущейся поступательно по плоскости, мы заключаемт, что 


|: 


аа =(а—в) = (ав) +... (ав) (6) 


1. в. площадь, описываемия нюкоторою частью прялой, при 
перемпиценти еп параллельно самой себ ‘изё одною полоэкеня 
95 друше, не зависттз оть тео, будета аи одинз изё в0н4ове 
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образующей прямой перемпицатиел но прямой литёи, чаи се 
по произвольной ломаной линйи, 

Вообще выражение (1) позволяеть намъ во многих вопра- 
сахъ замфнять геометрическое умножене простыуъ вычи- 
тантемъ, зто значительно упрощаеть вывоа, таг напри- 
мфръ, вели мы возъыемь уравнене, выражающее собою 
законъ распрехфлительности геометрическаго умноженя 


(аб) = сд, {7) 


то оно выражаеть собою [23] ничто нпое, какъ частный 
случай извёотной теоремы Палша, но 
таже теорема на основан (1) выра- 
мается слёдующимь тождествомь для 
мфрныхь частей прямыхъ: 


д == ("9 = @'-- 9"). (8) 
Изь формуль (7) и (8) ве трудно так- 
же убфдиться и въ справедливости тео- 
ремы Иалив, 


$ 40, бложеше мврныхь зложадей п оложеие жВозой части 
прямой лини еъ нараляельною ей мвриою иложщалью. 


Въ томъ случай, когда мфриыя паощади параллельны, вхЪ 
можно, не мфнля значенм, совмфетизь съ одною пло- 
екостью (5 26); при этомъ можене нзЪ пе будеть вичфыъ 
отличаться отъ ахгебраическаго сложешя кЪйствительнихь 
чвсель, предетавителями которыхь они блужать ($ 34, 2), 
Еели не мфрныя площади расположены на двухь пересфка- 
зощихея плоекостяхь, то взявъ на аюнш ихъ пересЪчены 
произвольную мфрную часть прямой 1»0, мы можемъ выра- 
зить слагаемыя мфрныя площади черезъ 


АВСР == 4.В +0), РОЕЕ= 1»0 ЕЕ; 
тогда, сложивъ ‘поелёдия два выражен, получаем: 


АВОР-+-РОЕЕ-=4, Б-Р АВЕР. (1) 
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Таков слаще мфраихъ площадей апазотячно сложеяно 
векторовт. Л имейпо, есай мы Пудемь разематривать слага- 
смия мбрцыя площади, илюъ воразиенныя параллелограммями, 
абразовантыми соотеТготиенио диете примой В епа- 
чала ло нозожени РО, а зат\мъ ло позоженя ЕЁ, и сели 
мы усаопимея положете прямой АБ называть мачиломь па- 
разаелотрямяа ДВОБ, а ЛО его конном, то согласие (1) мн 
можемъ скалаль, ‘оно для сложешя дуть мтрныхе площадей, 
выраженных» двумя параляелораммиме АВОО и РОЕЁ, 
лежащими вв разаминить плоскостииь», босталточив прило- 
энинь во кони) первой паниади начало второе, сохраняя 
игь ниправаенан в5 пространств, п зняда алебраическая 
аа лвриыта площадей по зеличинь и пеправленто буденъ 
выражаться итрною площадью паралас нириима, зоклоченнало 
между начиломь первой и понцомв апорой площади. 

Кром того не трудно видёть, что саожене мАрныхь пл0- 
щндей можеть быть всегда памнено словене незтороль 
Дли этого примемь 48 равною единин длюны п предегавиуу 
себф слагаемыя площади въ ппдВ промоугольниковь; тогда 
заправаяющи стороны носябдвнхь будуть равны по длон} 
числу крадратныхь одозиить, заключиющихея вЪ каждой въ 
слагавмыхь площадей, причемъ сумуа направляющихь век- 
торовЪ выразвть собою, соглаено предыдущему, 98620 квад- 
ратвыхъ одиница, заклочаощихея в» сумиЪ мёрныхь пло- 
щлдей. Если же вообразить себЪ, что направаяющуе векторы 
повернуты па 90° въ плоекоети, перпендикулярной къ на- 
праваепро образующяго вектора, до совивкея ихъ съ на- 
празленемт, положилельныхь пормалей къ слагаеуымь ило- 
змадяыт, т0 ясно, что при этом п векторъ, зыралимощй 
ухъ сумму, совцадетт, ет положительною порнахыю кЪ пло- 
щали, выралимощей собою сумму мЕрныхь площадей. Нь 
осповаяи этого сложене мёрныхъ пяощалей моло заБнить 
сложешемъ векторов, длина которыхь содержать въ себ 
столько линейных единицу, сколько ихъ площади квадрал- 
ныхь одиницт, и которые по направленро совпадаютъ съ по- 
лозительными нормалями слагаемыхь, 
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Послфинее правизо слажери мёриыхь цлониле“ евот 
ствучтъ въ межшикь пракилу снумени моментов норь енат, 


На оеповаши уравнешы (1) легко вынонныть сладичие 
мроой плащаля п мЕрвоя ччети прямой ани, е1 парил- 
лельной, Ябо м6рвую площадь можно воетда пер’ плести т 
разлелью самой вебф до сопшадении съ эфрваю чистью 
прямой лпялг. п потому можло веегла разематривить оба 


слагаемыя распозожениыми ьъ олвой и той ме плобкессти. 


Такимь образомъ мы получаем: 


А-В г СВЕЕ == АьВ -(650 5 ВЕ) = Кр бра ЛМ, 19} 


причемф изв 1019 же уривпены вмемф, что 
СРЕР= М. М—АьВ, 


а потому наралнелограмиы ОРЕЕ н ММВА рявнонрлики. 


На основаны этого заклиючтамт,, что 
придать хх мирной частн прямой аи- 
зе В ннжоторую мтную плоды 
СРЕЕ [24] зто зноиииь перонесть 
мпрную часть прямой параллельно са- 
ной себь ив токов разотияие, втобы 
лиорная площа, опиоаииия ею пуй 
этомз неремпащенаи, были равноволика 
диноф, что полн сотдасно тмика съ 5 
равенетвомь 


„АьВ-- ОДВА-= А-В к (0. р— В) == С. (3) 


$ 41. Гаомотрическое произвело! е мфркой топхи и мбраой 
племади, 


На основаши 3 39 (5) выфемь: 


АВ ВьО- С-Рч-...ЕА-=2АВО,,.К. 


Уупотикь 00% чиети пос 
лед ную гл. паек 


я мфриая площаль, позучаеь 


миуго разеветна пы чфрную 
нь раземат- 


точ иен, ид которой дек 


ризы чо 


{2 В.. ЮГ = АВА в Ра СЪ в ОА... 9. КД (т) 


А таьь какъ прышир чать выра ь волою гоглаешо $ 34, 
{2}, $ 26 (4) нмиую злеть идоскоети, нуВющую геометри- 
ческихь представителем 240.,.А, то мы вожемь скналь, 
Что теаметрической пронзеелоше мфрной площади на узувую 
точку, ленащую и® т0й же цловеости, выражаеть 0600 


рную Чисть пнобьости, иуфкащую тот де твометричесяй 
пред тавотель. Въ случаи сели мТфрвая площадь ик оро- 
ходить черезь мфрную лочку, мы можомиь, не мфиии знален я 
мЪрной паощиди, перенести се паралаельно самой 10% до 
сонпадени съ мЕрною точкою. 


$ 42. сложен рриыеь чаетей. плоскостей съ банжайвиомт, 


обповиены, въ проспниветв®. 


ели разеуатривать въ урявщеяй, (1) предылуниио цари- 
трири мбрную точгу ЛГ ви наббкоемы АБ... Е, 0 ово 
выражаеть собою, что алеейраическая сухыя мБримжь чает 
пловкостей, парулеинахь пофчн боковыми гринуми пфхота“ 
рой пирамиды, ульпа мФрной пасдили, раировеаньой миот9- 
увольниьу оеполаны и проходящей черезь периииту пирамиды. 

Зе трудно мимо найти тоометричесяй предетавитель 
вуммы ифрвнхь частей лвухь плоскостей, пере щихся 
нь конечномя, разохолийг. Йли этого возьмемь па див ихь 
пересбчена мфрпую часть прямой линт В»/, и выберем 
ифрныя точки ДР и М тавь, что ЮГ» ЛГи КьГь М раннались 
бы воотл№тотиешио елмщемымь 4 .ВзО и Г» Еь В; тогда будевеь 
пыБеь, что 


КМ а-КТыМ 


В.о р ЗЖыР, (1) 


т 2Р= М.М. Повлднее уравнете всегда выражаеъ 
собою впоан® опредЪленную мёрную часть плоскоетя, но, 
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если бы пра различиыхь зпакахь слагаемыхь мы получила 
безконенио удаленную точеу 27—М№, то мы можемх веведа, 
изыфьияь абеолютную величипу одного лиф елатаемихь, при- 
соеданить къ точеВ Л или точеь М произвольный числовой 
хозффищеяеь и тогда мы получимь въ сумм мТраую точку 
еъ конезнымь коэффижевтомъ. 

Наженець, чтобы сложить мёрныя чнети днухь парвляель- 
иыхк паоскоетей, мы замфнимъ предварательно соглясно 
$ 41 (1) каждую пах мфрамхь частой плоскостей геометри- 
ческаит произведешемь м®риой площади па м®ряую току. 


Тогда будемь пить: 


А-ВьС + ПТ 


ААВ Ао -РиЕ-ЬыР-р, 


по тавь какъ ыфриия площади одопаковаго пнпранзеня раз- 
дичмютоя только абеолютною величиною и знацомъ, то, 
обозначая черезъ жж дЪИствительное чнело, виражающее вуз 
охношеню, получаень: 


д» В. в Р.В Р--А БА. (6—4) ВА (0 А) 


= шеПКиВ- 4.(0-—4, (2) 


тд (1+1) К=-А +). Тавамъ образомз алгебраоческая сумма 
двухъ уЯррыхь частей парахлельныхь плоскостей сеть м®р- 
ная часть плоскости, пыъ паралельная и дфалящия разетоя- 
116 между пимя въ отношежя обратномь ихъ абеолотнымь 
величинамь (внутренне, или внЪшие). 


Правило саоженя двухь м®римыхъ частей паратлельныхь 
плоскостей вполхнВ зналогично схоженто двухь частей парал- 
лезьныхЪ прамихь. 

Если во возхъ уравневяхт, только что раземозрёвныхь, 
разумёть поль мфрнмыи точками векторы съ произвольнымь 
общижь почаломъ, то сии виразять 06030 правила слокещя 
объемовъ иврамрдъ, иуфющихь общую вершиву, 
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$ +43. Разность двух мЬраыхт, частей илоекоетей, пара лясль- 
выхъ ы Павионоликиху, меалу зодону, 

Положив въ урльнеши (2) преямлущяго параграфа = — 1, 
Мы оОучасыт мфрпую часть изосвасти, величина ноторой 
равна вуо и котараи удклепа г пезкоцечнаеть; но то же 
Травиеше нпамт даеть, что 


АВС ЛЬ ЕЕ = А-ЬыЬфиО--А) (1) 


т.е. разность двузь мъйныхь частей паоскослией, парналельныхи 
 раеновеликить меду собою. пыражеветь собою объеме нарилю- 
липитеда, прот ивополозеинл и зранли зоторио саужаать ааа 
параллезорамма, везичины которых равны звометрическиме 
представизтелниь разсматриваемыхь мирный частей плоско“ 
стей (3 32,5). 

Еели въ уравневи (1) выфето мрпыхт точекь ваить век- 
торы съ пропзвольпымь общим началомъ, то опо выразить 
ламь объежь парлллелицниеда, калъ разпость объемов» двухь 
другнхь параляоляпиледов. 

Вообще легго видфть, чго вели сумма мЁрархь частей 
плоскостей съ бавжайшимь осповашемь въ пространстя® 
равны нулю, то такую сумму можно считать выражевтем 
ыЁрнаго объеми. Дёветвительно, лепосридетвонное умвоже- 
ие намъ даетъ, чго 


{4—ОыВ—Бо-—Р) == ЛаВьд з ь 4,0 -- Обь В-- В» 

(3} 
Сравиппая правую чаеть посзВхияго уравнешя съ уравне- 
щель (4) 8 39, мы заключаем, что подобно тому, кавъ 
первая часть тождества 


АВ-+-ВС-+СА 


9 (3) 


зыражаеть собою для мбрныхь частей прамыхь удзоенную 
мЪрную площадь треугольника 4.80, точно также равенство 


РВА-рАб-+-рОВ+АВС=0 {4) 
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зыранаеть собою: дзя четырехь точееь плоскости числовое 
соотношене ($ 34, 2): дли четырохь точень простралетна 
зевторное ранепетво между м5рянии площадями; п нзвонсйч, 
дЬпал члеть сго для мЫниахь чистей плоскостей съ тбуи и 
теометрическими предотавытелями выражяеть собою шеети- 
кратоый мфрвый объемт пирлмвды, имбищей вернигами 
четыре разематриваемия точки (2). Из: 


р.Вьй-- ый. б--Ть О-В + АБО == 6 АВОСЬ. (5) 


Разоивая объем „цобаго многогранника па треуголешыя ли- 
рамиды и приыфила къ каждой изу пихъ форуулу (5), мы 
получаемь поежб сложениь что вухма ифрныхь частей пло- 
костей, имфющихь геометричеесими представителими ве 
зрани выпуклаго многогравняка, выражнеь с0бою шести- 
красный м5рный объем этого многограаника. 


8 44. словене первой чата плоекоети с мфриьсгь объемом, 

Пользуясь равелетвомь (1) предидущаго параграфа ие 
трудно охожичь мФряую часть плоекоети еъ мфрнимь объ- 
емомт; при этоыь легко убёдитьея, что прияожить къ мфрной 
части плоскости 4» ВС ыфряый объемь абы значить нере- 
плести 4»Б+С паралиеллю вамой вебЪ па такое разстолне, 
чобы объем, опиедавий при этомь параллелограммомь 
равповеликинь 2АВС, быль равень мЁрному объему 40,6. 

Перемфстивь мВрную часть плоскости 4-В=С паетуца- 
тельно ить одного ноленешия въ другое спазаха по произ- 
зояьному ломамому пути, & затВиь по прямолинейному пути 
25 10 ще вимое полбщене, мы ва обповавм предыдущаго 
оаключасмь, что уф мфрпые объемы, которые опасаны в 
первомъ случаЪ, равновеляки изрному объему, опаеннному 
во второмь случа, 

Зообразимъ собЪ, что ве грани иВкоторой пирамиды при 
поступательпомь перемфщев!и ея озъ одного положен вт 
‘другое ониснвають объемы вфкоторыхь приамь, и примонь 
20 внимание, что мфрная площадь основашя пирамиды рав- 
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лопелика текторной сумм ед боховыхь граней; посабдиее 
елрлуеть непоередетвенно изь равенстни ($3 89) 


А-В ь В.О+-...-КЮА-=3 АВО...К, 


и припить вЪ цехь вершииу пирамиды за общее начало 
т. ъезтарииь перлюй ето чаели; тогда неплетые равен- 
зарльчнежь, что н сумма 


ве 
стая сумуъ мрвихь площадей мы 
РВУЪ МЪринхъ обтемовъ, которые описаны боковыми грарзув 
пирамиды, рявва мфриону объему, опиенипому оспоращемь 
призмы. 

Отсюда слбдуеть такая теорема, скольшо намъ извъстно, 
рае НикНмь 6 лосалзавая: Есан мы построим призму на 
основази пирамиды, в на боковыть ея пранлхь радь пронзвольныхь 
призив зпакимь образомь, чтобы верхная основанёя повльдниить 
проходили соотвпзтетвонно черезь ребра вериняо основашя 
первой призмы, то обемь призмы, поспровнной на овнованйи 
пирамиды, равена суммть обземовь призма, построенные па ся 
боховыть зриняжь, 

Георема эха можеть быть названа распростразенемь те- 
оремы Панина ва объемы, 

Памъ кажется, что указавпаго достаточно для выиепеня 
зпаченмя поняя о сложеши мфрной части плоскости въ 
ифримыь объемом. 


$ 45. Реометричеекое ировзведене и алгебраическая сумма 
двухт. мФуныхь чаетей пряныхь от ближайнвить осивазень 
къ пространеть%. 


Велфдетые того, что геометрическое пронаведеше подчи- 
няетел закону сочетательноств мы заключнемъ, что 


ВОВ) == АВьбьЬ, (1) 


На основан и этого равенегва можно получить везачину 
мфрной части пространства пъ завибимости оть длины п 
направлешя мВрныхь чаетей прямыхь, выраженныхь двумя 
противоположными ребрами тетраедря, и отъ даны крат- 


ола 


чайтато разетоянн между ними. Ооганено обнозлымь свой- 
съвалиь гоометричеекихь произведений, мы нмфезль, что 


Вы бьТ == 44 (В. Аьбы рб) = 4. Ю-В о 4. 


Есан мы вообржиигь себф векторь АА’ = СД), та, зашвняя 
0—С черезь К—Л, получаемь: 


А-ВьСь -— А.К -- АВА) — б-4-ВЬК. 


Но такъ каих разстоялй точки О от плоскость АВЕ равно 
кразчайщему ралотолию 0 мешду пряными АБ и ОО, а 
ввометрическое произеденю векторовь АВ+ АХ -= АБ»СЬ, 
10 мы змбемь: 


(АВ+ 05) 9. {2} 
Или тазь какх АВ С0»О ныражаеть с0б0ю шеетикратный 
объемь пирамиды АВСП, ибо 

АкБьбь) == АКВ Аб АВ 4), 
то (АВь00).д == 6 АВОБ (3) 


Изъ уравнены (1) соВдуеть между прочемъ, что нельзя сумму 
двухь ыфрвыхь частей прамыхь 6 блвжайшиыь осноращемъ 
въ проетранствВ выразить одною мёрною частью прямой ли- 
щи, дбо, вели бы было справедливо равенетво 


В -Р = КГ, 


то, умновивъь его почленно теометрачески само нь себя, мы 
получимь (1), что 


2 .4.Вь СО == 0 


т. е, точки 4, В, Чи Л должвы лежать въ одной плоекости, 
зто противно предположению. 


Вообще сложеше прострапственныхь величии второго и 
тречьяго порядковь, какь мы водЪли выше (85 88, 40, 42) 
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соетонть въ пыьосф па окойку ыфготориго общаго хвоя“ 
зева, теомотричесий предбтанитель котораго созиадаеть съ 
блианыанаь общим эзементомь системы слахнемыхя ($ 1); 
но въ случа? мЪфрныху частей двухь прямихь, пе лежащих ь 
в6 одной плоскости, опЪ ве иубюрь дЬбствутезьнато общато 
элемента, почему и съмое ныпознене сложешя становятся 
ве возможнымь, Вх, случиЪ произвозьнаго числа ехагчемыхь 
ыфрныхь частой прямихь ихь всегда можно свести къ днувгь 
слагцемымт, которихь вообще уше нелезя замфяять одвью 
УЪриою частью прямой лини. 

Дйствительно, осли мы имфемъ алгебраическую сумуу 
мфрвызь частей пряммхь: 


ана. +в (4) 
10 мы можемъ еумму мобихь двухь ыфриыхь прямыхъ 
А»В+ С.Г преобразовать слфдрюдлюь образомь: прибавимь 
ь ней и вычтемо по О„Ё, полигая, что векторы ОЕ АВ 
различны но полощелио; тогда будем» пы ть (88 38, 40); 


А-В. 6, == А-В (.В+ В + Ср = АВЕСЬЗО,Т, (5) 


48 АВЕС мЪриал площадь параллелограмма, пыющаго 
противоположными сторонами АВ и ОЕ, п гдВ ЗЕЕ Е+ И. 

Танимь образомь сумии любой поры морныхо частей пря- 
мыхь, не леосициха вв одной пловности, ножете быть залт- 
цена одною мерною частью прямой лин и одною итрною 
площадью. 

Нримфаяя урзенене (5} къ формул (4), мы можем® в5 
вей замЪнять послфдовательно ‚на, черезь т--а,’, гдё т 
мврная площадь п а,’ мфрная часть прямой; звтФжь мы м0- 
ем замфиить а’-на, черезь и’ а,’, тд’ ловая мфрная 
площадь, а в,’ новая мфрваз прямая; продолжая преобрязо- 
ваше до поелфдняго слатаемаго мы лолучимь, формуау (4) 
въ такомЪъ ведь: 


Ха= ии, {6) 


причемь сумуа мфриыхь площадей Уий всегда можету, быть 
зам нена одною мВрною площадью (8 40). Замь примЪ- 
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изъ формулу (5) в5 обратном порядкЪ, можно замбнать 
сумму (6) сунмою двухь мбрныхь частей прямыхь; тогда 
подучамь: 

Уажьно (1) 


Жели мы возьмемь геометрическое произведение #6 (1), то 
пелфлетые одпознаявости ризематриваемихь памн иметвНь 
мы получаемт, соглаено формулимь (1) и (7), суёдующую 160- 
рому Швая ва области мехипики: Ариина матеффалиную неиз- 
зльнаемую систему дьйетвусть снетеми силь, приложенныхе 
65 разлилимыхь ея точиихь, тд вв вовизупноеть такие силе 
лознеть быть замонена такиии двумя силами, ито обе 
лнетраедри, конорило две протнионоложныь ребра совнадиютт 
10 длинь в направлении 05 двумя вокторими, сыралечющняии 
60600 двп, посльднал сиаы, соть величины постоннний, пе зи- 
очетцел ит способа полунейя равнодуиствуиянита сил, 

Наконецъ, соглаепо только что доказышей хворем, пна- 
зая чаеть формулы (5) ве можеть быть таюже представлена 
ы в5 вид одной мБрной площади, ибо повафдляя выра- 
каетея суммою двухф мВриыхь чнетей ирзмыихь, лезаиуихь 
на одной плосяости. 


8 46. Значеше геометричеекаго умиокеныя при устоцевлени 
воязи межиу завиеумияв простраястасиньимя воличанаяи. ош 
видя, уравлевай прямой и нлоекости, 


Выше мы види, зто напбольшое чиело  вомииеимы кБ 
уфрныхь точекъ для прюстрапетва трехзъ и: вай ©сть 
чезире ($ 9) в чго ведь пить точеку, вашего провтранства 
всегда связаны между собою линейныхь вюраженень вида 


в + ВВ «с 0-90 +в Е 


6. (1) 


Умпожимт это имражеше геометрически послфяовательно 
ия С, ВБ, Е, тётка принимая по инякае, что ОС 
== 0, получаем: 


ое ОБТ Е 
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п а: В. Дь М: А.О. ВОР: ОРА, 


и тагь какь геометричесяя произведешя паивыснаго но. 
рядка могуть раноматривальст, кал. предотавители дВйстви- 
телнихь чиболт, то, обозначая через (АВОД) (ИАВОУ 
чисбая,  пропортональныя объеиамь пирамидь мы будемт 
ват: 


{ВОР А-(СОЕАВКРЕАВ С (ВАВОРАЧАВОИ-=0 

(2) 

Равепетво это можно разематравать каст уравлеше, опре- 

ДТаяющее собою координаты точки Е цъ одпорохныхь тел 
равдрическихя, координатахъ, 

Въ томъ случаЪ ослю четире тояки 4, В, Си Ш лежать 

зъ одпой плоскоети, легко получить тёыъ же пыемомт, что 


(ВОРА-(ОрА) В+ (РАВО-(АВОР=О, (8) 


тдз (ВОО), (СПА) п, х. выражмоть м пропор- 
Мональния площадям треугольниковь ($ 5). Замблимт, что 
богласно & 9 (5) уравненю (3} вырывает, собою, что пря- 
мыя АО и ВЛ имо общую точку перестченя. 

Наконент, еси три точки А, В и С лежать ла одпой 
прямой, то мм имфемъ уразнен!е” 


(ВоьсА)В + (4В}б =0 (4) 


Соотношения (3) и (4) были устаповиепы пани ратфе па 
псполати ипыхф сообранешй; первое изъ пихо опродляеть 
еобно коордипаты точки плоскости вх однородныхь зре- 
угозтных» коордипатахь, & пгорой координаты точит прямой 
въ коордипатахь, вираженнихь отлошешампи разезолнй ея 
отъ двухь оспозпихъ точекь той же прямой. Уравиегия (91 
и (4) можло также считять слбдетвииги того, 920 гоометри- 
чесвое произведете обращается в, пуль, вели мнолигтелй 
ста связаны лилейжныь соотнонещема, ($ 33 (4), $ 33 (4)); 


тогда, написаюъ посдфдия уеловя въ рндф: 
10 
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А=ВьС,0 =, (5) 
«ВС 0, (6) 


мы завшочаемь, что если геомстрическое произведеше, обра- 
щаетея въ нуль, 10 дяя получени уравкени! (3) и (4), не- 
обходимо едблать въ уравнениях (5) и (6) всевозможныя 
круговыя перестановки п, взяяь каждую изъ михъ (емотря 
но чнелу перемфщеший) ст надлежащим знакомеь, приравнять 
пулю ихтъ сумуу, принимая въ кождомь нзф слатаемыхь гео- 
метрическое произведене вефхъ мпожителей, за исвлюченюкть 
посяёдняго, из предетавителя дЬйствительваго числа, Поелйд- 
ще коэффищевты кромЁ того самы по сейб дают въ сумы 
тождественно пуль. сли по аналоми разсматравать уравие- 
ше (2), накъ слёдетвю выраженя 


АкВ-СЬТь Е == 0, 7) 


то мы доджны допустить, что, если сущеструетт, копкретный 
предетавитель проетранетвеняой величины пятаго порядка, 
то дай проетраиетеа трехь илифрешй ош псегла рапень 
зулю пелфдотие уравнешя (1), или что тоже ведблехие чи- 
блопаго тождества объемонь 


АВОД 4. ВОРЕ4-СРЕЛ-РЕЛВЬСВАВа = а (3) 
Таки, ка, зозкдества, анлнотнонии рапепениу (8): 


дня пдоскости: АВО-ВОРр--ОрА—раВ 


-0 (9) 


дит пряной: АВа ВО ОА = 


20 


обращаются въ вектортия; первое (7) при переходй ль 
простраветро, а второе (10) при иерсходй: ва плоскость, то 
по апалогг слфлубеь думал, что равенство (8) дли пяти 
точень, пе лежащихь въ пространетвв чрехъ измВрениь, 
зыраласть собою векторное равеветво, 


мт — 


кимь образомъ равенетво (3) харпктеризуеть положен е 
ити, точеку въ простралеть трехь пзыфреши. Умпониюеь 
рапенетно (4) геометрически нослфловалельто вв мфрвыя 
точки Ри Я, яо лежа ин иряхой АВС; тогда получавит, 
410 При 


А» В: 
АВОрАВО АО СА Та 0, 11 


хо (БОЕ (ВОТЬ иааСАтЬьВьН-а в. = 9) 


Подобнымь зе путемь изь уравноши (8) получаемт, что, 
вели А, В, (, О лежать па одпой илосгас, а Ен Й 
произвольныя точки простраметна, то при 


АыВьСьр) = 0 
(АВОТ+Е-(ВОБ)АьЕ--(ОРА)ВьЕ 


(РАВ е 0, (13) 


(АВТ ЕАВОР) дВЫРА(ОБАЬ ЬТЬ 


- (РАВ = (14) 


Равльлиь обрамомъ ивф уравиеш» (2) получаезеь, что лат 
произхольцихь точерь простравстви сущеетвують сафлующиг 
соозношеяй между м®рнмми члетями прамяху и илоскоствй: 


(АВОВЕ. (ВОР. Р-СВЕЛ ВЕ 


(15) 
(РЕАЛА ВО ры п. 
САО Кь ьЫОТИьа (СОКАЗЬРУв А 
{16 


«(ДЕЛСЯ СЕЯТЬ Ть Ра 0 


Ураитены (11—10) могуть разематропальея зъ меха 
11 равпосфеы ®), 


узмеь уе 


*) Поль во пилоте допустить мха зн иреетраы 
реш геомиоричеекое произведено „Де СР 90 


выешихь паж 
ь сть равнаго ему 
НО 


ых 
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Замфтимь, паконедь, что во вофхт раземотрьняыхь урав- 
невияхь можно ирянимать за предетаретели мрнихъ точекь 
векторы съ произнольнымь общимь началомь, 

Легко видЪть, что илЪ уравнешй (5) п (6) нопоередеткеино 
сядут во обычиыя формы урлнненя прямой н плоскости 
цаюъ въ одпородныхь тмер и вк Докарзевыхь координатах. 


Сакт, если въ выражены 


АВ. 


0 (17) 


мы отиееемт точки А, В, Х къ положений трохт основ 


ийхЪ т0чекь 4, Л, И,, пранякь, 410 
А == Ха Л, В= ЖА: Х 


= У 4; 


то, произведя твометрическое умноженю и богратииь пи 
А.А.А, мы получаемт ик одпородныхь коорлинатахь ур 
неше примой, проходящей черезф лиф далныя точил А в В; 


в а & 
86 |=0 {18) 


в, м, 


Пели положете ехь де точект 4, В, Х обозваяать пФ кар- 
тезилекихь коордниагахь черелт 2, 9); ,, 9.) у, то зам! - 
та вЪ ураинеши (17} 4 черояь О-нж ту, Зита, 
торъ, имфюпый произвольное пэчало, а коподф и 
зочЕВ 0, пачалв гоордипать, имфемт 


Оки | 
Очеггу, | = 0 
0+вту 


ип пОлычии® отличАРЬОЯ по Налражяетно, 10 ироедыдунуия уравпева 
могуть быть обобщены; при золы, но днялог длн нроатралетра че. 
чырехф пам рой иродетея донуерить иную хорму двожеа, чфальхвие 
меши поступателиюе п вразнателивое, Деижене это должно иротэ- 
водиться длумл парами сизт, моменти которыхъ ралнм, а оси яаправ- 
жепы прямо противоположно. 
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или, отбрасывая при хЗричхь уимцадяхь общыо звонзтоя 
О 5 И получа 


м 


1 
1 (15) 
1#у 
ПШаковоць, явь общее начало вортеровъ (17) въ палаяь 
0 прямоугольной елетеми коордитать и раеподоящиь ви 37 и 


$ так, чтабы от проходюли соотьфтетвоние черель точьн 
Я и В, обешачикь ОД чарьуь 6 ОЙ? черезь В и ОХ чо 
рее @ Ру и возьмемь выТета (17) вумму круговых пере“ 
гапавоюь илолнг й, тогда коафирищенеы при нихь (4) 
далуть назь чиеловое соотиолныие вл, вид 


ООй Е ОВОХ к ОХОЛ — %, 


50, 


нА чыбева- у) белуаи 


откуда па псцираны свойетюь гоомотрицееслию умнолевюя 
ЗЫ 
ину = 4%. (20) 
Балрь уразщеше 


ВХ = 0, ее 


хы можем солершепио ЧВнь ше ирюмомь получить въ 
иробтразотв? урянпещи, внолш -нналогичиыя урлзнетуь 
{18—20} и опредбитьнии подожеше точки Х ца илоскоети 
Вс. 

ели признать очевиднызеь, что математически формулы 
дочиншы стромитьен пры помощи панмельшяли чуваа соызоловм, 
вырауть собонг опред ленную зависимоеть мейду величина, 
ти фуцеци (17, 31) дояжим бать призывны заззуааняюощанни 
овобуго впамавы по тому разнообразию фупкий, которьы 
оп п себ заклочають, ибо пзь цих по тольго полущиьтоя, 
кикь это мы бейчась вилфля, пеенозможныя формы уравнений 
прахой лиии н плоскости, но и5ъ пихь же могугь быть 
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позучены такие, вакь эм убнануь ыге, в раззичных удеьма 


разшообразпых формы урезает: хривахь и полерхиоете 
втораго порядка. 


$ 47, Устиповаее нри цоможи геомотрическаго умножения 
аннейныхь соотношезйй чежлу гвометраческими пеличанаяи, когка. 
дама лишейное соотношене молму величинами первахо порялка, 
ихъ опрельлощимя., 


Шелк ми пифемь осповиой тотраедрь 4..4. 4,4: и осли 


ад =хи 4, В 


3 УВД, в == Ув, Ч, 


зо, поромаожиуь мВрияи тозум 4, 6, С тоометричиски, но 


лучиеиь, что 


а ча, Моча, 


або 5 бы С = | О И бе, А, 


Ч, вене, о, | 
вля 

а, в, | Ч в, а, 

обо Вы О == В, В.В Ан 9-16, В, 1, . 
вые вос 

(2) 

ча, а, аа, 

|6, 6, В ДН |6, 6 6 | АА, 
чес са | 


т2В кооффиицевтами авилются детерипицяты., 


Равными образом, перемножнив мерния дв пач. вырзиво- 
зый (5), получаеюь: 


О Ы 
Ан = | В, Д.Д} 


ПАП 
, Ч. 
ч.В- ь | 
@) 
и, 0, 
НЕ В | и [4. 


Уравнено (2) позполяеть пам черезь данныя но велнчезиь № 
положено въ иространствВ мфуныя чаети четирехь ипло- 
екоетей, ив проходящих» чералт одиу точку, выразить 0е- 
чину и положжене велкой мТрпой части плоскоети, каюь ихх 
алгобраичееную сумму. Гочпо также уравнене (3) позволя 
выралить банну № позожеме мбуной части пропзиюльной 
прамой проестранетва, вабъ алгобриичеекую сумму мфроыхъ 
настой иримихт, совпадающих мо золоненаю 6% ребрами 
чсповнаго тотраюяра. 

16ели въ уравноши (3) помолиеь 4526, =, 1 мы 
получимь для плоскоети, ироходищей черозь обиовиыи меЬр- 
мыл 4... 


в а, @, 
ар ЕВ а |1 Зы, | 4 
в, од Е 
Послфаное уравнене появоаноть вынелиеь веякую ыфриую 


часть примой, зежащей па изосгоели въ завнеимости оть 
Занны в положения на плоекоети основныхь трехь мфунияхь 
частой прамыхь, пе проходищихуь черозь одиу току, 


ЗА частному, случай, нолоялвь 


А ЗВ = АНД, . (в 
мы получаомь поел порбмноженя, что 


+А, 


4 4В = Ал АНА +А, 


Выполнив ие правилу ($ 88) сложене, ми дЁйствительно 
золучимь УВ по дитиь и положение ея ва илосиоети, 
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сан бы пыфни ть виду сравнить лично „В съ сторонами 
осповнато треугольника эболько #0 ея направлению на ило- 
вкоеги, то памь достаточио пайти вырижене вектора АВ, 
камь сумму обиовиыхь векторонвъ; дня этого достаточно урив- 
неня (5) оычесть, ибо А в В вь шихь входять еъ равными 
хооффищентими (если бы этого не было, то коэффизентя 
вадо было бы предварительно сдёлать равными), тогда 


28-4) = ВАА, = ,. 


Носибдиее выражен мы моган бы получить изъ (6), ваявь 
зъ помь выбото мёрныхь частей векторы, еъ ними совиа- 
дыющо. 


$ 48. Плоскоетюе геометричевкое умножешс твриыхь точек. 


Можно раепроетраннть поцяте о гоометричеекомь умпо- 
мени па число множителей большее порядка напвысшаго гео- 
метричоскаго нроизведеши дзя данной снетенм велячить. Въ 
этохь посафдиемь случа коомотрическое зночеше этого дЬН- 
вт будезт иное, чБуь прежде, Постараемся пайты значение 
гвомхетрическаго произведеши двухь мёриыхь частей прамыхт, 
левещихь на плоскости, п раномотримь, будеть ли результил 
этого дьйстыя обладать вефми еройезвамы геометрическаго 
производеня. 


ди Е ееть точка поребфающя примыхь ЯВ и СО, то: 
4&В == ЕАВ--А), О = ЕКРЬ- С), 

неремновимь эт: уравнены теометрически; 

(ВСВ) = ны -дуыАьр-—0); 


пороставимь множителей въ правоЯ части посаЪднято выра- 
щешя; тогда получные: 


(«ВЛ == ВЕчВ-фАр- 6), 
Ил (В+ (0,0) = ЕВ. О--Пь4--4+0--СьВ), 
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паи САНТ — ВА БьВь В ь БР к Вы Выбь В; 


Мпожичедь, стоящей въ екобкахь въ правой чаетн этого 
выражения, иредоталляоть собой выражение мфриой части 
паоскости и выражаеть собою улвоенпую нлощаль, ограни® 
ченную контуром УСВО; множитель этоть, ка геометри- 
ческую зеличину паивьняиаго порядка, можно разсматривать 
иаагь представитель двиетвитольнаго челн. На этомъ осно- 
ванш мы усжовимея въ посафдетии разумЪаь #008 зеометри- 
ческимь принзведеноме дуть мирныяь частой прамих пло 
скостиь мирную точну изза пересьмеия 05 козрфичиентома 
равнымь удооенной площади четырерольники, пормичнами ко- 
знорито служелиь концы иноюитолой. 


Илеигь (ВР) зАсор).Е (1) 


Вели ыы увловимея брать поримотрю чотыреусольника, воо- 
дилия поенфдолательцо начало множиыато, начало ипенигееля, 
конецт мпожимаго и комець мпожителя, то согласпо обо- 
значенямь проиятымь выпы, 


сАрв).Е=- 


`А«В)-(С.1), 


(СУКА В) 
хром того очевидное, что 
СьВы АВ) == 0, 


а потому проповедеше (1) обладаеть осцовными свойствими 
теометричеекаго произведешя. 

Це трудно убблиться также въ расирелфлительноети раз- 
вматриваемиго дйечия отпоснтельно слодещя, что вывот® 
©ъ тБыь даеть памь возможноеть опродфиять коордипалы 
точки плоскости, вели изьетиы коордунаты, опредзаяющя 
в0бою поломеше двухь эБрныхъ частей прямыхь, черень 
цее проходящих. 


Нуеть: 


ад = Уи; 6В = УВ: 60 = У. {2) 
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Обобначимь дая краткости и, 5, —@,5, черезь 0,: тогдавивето 
ураниелы (4) $ 47 будемь им 


абв == ©, 


ав С == В, ЕВ ея В.И, 


Перемножинь лосафдийя выраженя гоомвтрическо, получаенч: 
або Вь (О) = (ОВ, В, О, (ААА «А+ 
ор вОА Анно ВАА). 


В. =4.1), таВ В вель дотерминяить 
правыхъ частей ураищенй (2), то 


Но такь какь С. 
изь коэффицели: 


(АВА) == 
1) 
и Аа 1 а Сына Ч), 


лан ла обневаши (1) 
аа во = (аа Ач, ча, А, {5) 


чо неносредожвениое геометрическое перенножеве урзьнс- 
в (2) пашь длеть: 


або = П.А й,н А, 


А потому, опуская пъ уравоеши (5) общих чиваевыхь мни- 
жителей, мы возпращаснея вповь кр первому изо уравнен!! (2) 


ва А-а, на. (5) 


Такихь образом не только уразневшя (3) могутф быть по- 
зучевы изъ уравненй (2) гсометричееклиз умпоженюемь, 
но и обратиый переходь можеть быть совершень при ио- 
мощи вторичнаго геомотричеекахо перемножения, 

Тахныь образомъ въ слузав персмножеяы двухъ мВрпыхь 
частей прямыхь мы воегда выдфляемь ифкоторую мфрную 
паощадь, какь представитель отвхеченнаго числа, п очитаень 
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се за чирловой кооффищениь. рнмоводенс @вухе ипрныхь 
частой прямые мы будемь пазывать зоспостныхмь волетри- 
чески ароизведенемь. 


$ 49. Иространстролное гоометрачеекое улнннкенйе. 
Взивь формулу (1) прелидущиго параграфа в® частномь 
вид: 


(454+) ЕВС. 


(2. 


и вообралииь веб въ ней виЪото мерных. Точекь векторы 
съ пронавольным общим» началом, мы модель © ими 
чать в такомь вид: 


Чезаре. [0% 


за ухом ани ти за гоометричсевое провуведено двух 
ифрныхь ильщадей можио принимать векторь, вовилдаюний 
по паиразаенло съ либей пероефчены разоматриваемыхь 
илоинииЕ и умнотонлий на числоной козффицелть, пронон- 
цоцальный зеличиь опредбаеннаю м®риаго объема. 

Нризбияя формуау (1), мы можомь, вели намь давы ди 
яЁрими вмощали, ъ злтебранчеся суммы трехь грапей 
шоторато основнаго тетравлри, произвести гсометричеесое 
умноженю валтихь цами ураюнонй п завимь образомь 
выразить ифкоторый весторь пи лини пересечения ифрныхь 
заощадей, накф илгебраичоекую вумиу пекторорь, совпадаю- 
щихь съ тремя ребрами оесноппаго тетраодра. 

Кеди намь дацы дв мЪриыл чаюти плоскостей, то уы мозоль 
нодь изъ гоомотринескимь уроповедешемь разумть м5рирю 
чаеть прямой лини съ опредбленнымь числовым козффи- 
ентом, опредбляя такое пропанедеше формулею 


(ьб а ВьТ) = (вАВОР А-В. {2) 


Равнымь образом геометричеетое пронзведеше мфриой 
части илоскости на мфрпую часть лишит можно опредфлать 
формулою 


СЕВьОнЫЫИ == АВС. 8) 
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Поелбдны деф формулу позволять намъ, евли даны зинейныя 
соотношеши можду мфриыми застями плоскостей, переходить 
хъ дишейпымъ соотношешямь между чистами прямых и м р- 
лыми точками. Произведетя (1—3) мы будемъ называть 
эосяуинотеениыми  звометричеспими пронзведенлми. Для 
лучшаго уяепошя премовь вичислетя раземотримь па 
часиполь иримВуф выводь одвихь урявнеюй изъ другихъ. 


Пусть 4, -., Ч», А, четыре оспавныхь мЬрныхь точки; 
будем называть координатами: очки, вектора, мтрной чнети 
прямой и мбриой части плоскости, тв кооффииелты, кото- 
рые надо приииеал, къ одородрымь ©ь ини осцовиыму 
золичинамт для получешя разсматриваемой всанчиим, хак 
суммы оеповомхь величинь. Возьмемь саВдующя четыре м%р- 
эфрвыя точки: 


Зааафь 


4; 8В == 3.1. 


(4) 


50-3, ВА: ТО =чАеаа,. 


Перехноживь веб четыре урзвнешы почдевно, вибемь: 


210 АВС ТнЕОА, «ь А-В Дн 


, «А, 


589 днк, - (5) 


Умнозниь уравновы (1) геометричоеии по три, получает: 


ЗО Вь О оби, дав ый нА, = (8) 


49 А.В. В Дней а 4 


Аз ЗА жж, 
(7) 
Уравноше (5) даеть намь отнощене объемовнь; уразнемо 
{6) показиваеть, что «Ь Зи Саетать вь плоскости „1, 4., 
в такие даеть намъ озлошене АВС въ площади оеновииго 
треугольника; уразиов! (7) дать коорлипаты мфриой чает 
плоскости 4»В» С, у 
ПЦеромпожирь уравясшы (4) увометрически ло два, позу- 
чаелть: 


-.15т 
ВВ АА, АЙ, ь (8) 
1805 = 4», 9+, ВАь А. (9) 


Уравнен (8) и (8) мохязмваоть иазь, что коордататы по- 
ложены в проетраветь®, (пря осповныхт мфримхт чаетяхь 
прамихь 4,4, 4.4, Л, Л), А.А, 4,4.) частой 
примыхь 456 и + суть 6001 гшопно: 


(9,1,0, 660}; (4, 2,0, — 6, 0,0). 


Примфияя ит, уранлешяму (8) и (9) пзоскоетное умпожене 
($ 48), мы позучаемт, пабаюдая однообразтый порядокт мпо- 
звитешен: 


90(4-6-0).В 


(+, А, ХА А, -ЧА ОА кв), 
КАИ 904» В» О.В = (А.А АО, ,), (10) 


ини, сокращая на основан (6), возвращаемся вновг ко вто- 
рому изъ уравнений (4). 

Привешяя пространетеецтое умножеше (2) ит, уравнев яма 
(6) в (1), получаем: 


ТОВ СПА Ва (АА ДА ААА, АА, 

@О 

ИовлТлпее уравиеше, за неплючешемт числоваго множителя 
(5), тождествепно ев уразнентомт, (3). 

Тааиилиь образомн, примйиивъ пространствевлое ум 

ше по формул (3) кт уравпешимт (7) п (9), мы получаем 


630(.=В»ОьР)В == 
--(ДьА „Аз, (16.4, --16А,— 16 Л, +В, + 48, 1-94, }, 


ан СВО В)В = ААА АВА, }. (1) 


Послфдное уравнене опять мль за неключенемт того же 
мпожителия (5), тождественно со вторым изъ уравпети (4). 
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Такниь образомъ геометрическое умножеше, будучя при- 
мфнено къ уравненымь (4), даеть намь побяфловательно 
уравнены тицовъ (5), (7) и (5); уравненй тина (7), будуяи 
ииремложени, деють уравлены типа (8), & послфде!я, будучи 
перемпожены геометричеси, вновь пераходять въ уравнение (5). 

Ураввен!е (7) позазываеть, что коордиизалы, онредбляющя 
полоакене морной часпик плоскости «ПР-Т отиосительио 
осповныхь мёрпыхь частей плоскостей: АА, Л, ИА. , 
Л... ААА вуты 3, 4, —8, —4. 

Но ебли намъ надо опредЪиить площадь 48.0 яо величиюь 
4% ноправаенйв ел въ проетренеть{, то ее можно выразить, 
ванъ сумму рехт, мёрныхь наощалей; 44,4, Л.А, А, .4 А. 
Ти, такомь блуза уравиене (7) остастея и сил, мо мо 
можно упростить на основан векторнаго равенетва: 


ДАЛА, А, + АДД, А.А, А,. 


Тотда получимь дая мёрныхь плошодей; 


42АВЛ = ТА, А, А, ВАА, А, АА, Л.А, (а) 


Такимю образом кобудипаты мфрной площади АВР отно- 
сительно оспозрыхь мТрпыхъ площадей сут: 7, 8, —-4. 
Ралмиамь обраломф полдетше некторнаго раяепетва: 


А.А, = А.А, -= АА, 


мы можемт отт урнипешй между м®римми чаевями примихт 
{8) и (9} перейти ив ураннешымь, вмранимодимю дяиву @ 
лапразяего нектороль 48 н ОБ черелф папраплеше п динпу 


трехь осповныхт векторы 4,4, ЛЛ., Л, А, и пмепно: 
АВ А.Л, А, (14) 
ВОВ = 104,4, - АЛ, А, (18) 


Перенномииу, эти ураляешя геометрически, мы перщемся ту 
уравнению (6) для мфрвыхт площадей: 
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30 АВВ А, 


. ая 


Нагонець, произледя прострапетвениое умноженю урав- 
пеий1 (13) и (16), мы палучаемь внов.: 


1960 (АВОРАН = А ААА, АА; (17) 


поелфдиее уравноне за исилючещену, числового мполителя 
тождественно ев первымь изъ уравныешй (14). 

Заличииь, что уравнешыя (14), (15) могузь ймть поаучеплы 
таре и ур урлввен (4), вели найдемь чнуь цихь разности 
иприыхь точекь ВМ и 6—0. 

Въ зазлючене укажемь на олдинт результат, какь на 
детие формулы (1); выше мы видфли, что при вложении 
ыфрныхь площадей ихь всегда возможно замнять векторами 
55 нимь перпендикулярными; па этомъ основана естественно 
сшросить себя, нельзя ли и геометрическое умпожеше мфр- 
выхь площадей замъныять геометрическим произведещемь 
векторовь иъ нимь перцендикудярныхь, отношене которыхв 
къ линейной единиц равнялось бы отношению вамыхт изо. 
щадей кь квадратной единиц. Если это соразедлино, то фап- 
мула (1) можеть быть замблена и чнелоной величии и но 
элаку тавимь вираженемт: 


(+ (кв) == 00. 5946), ав, (ав) вн (а (ие), 


ибо уголь между пормялями паилхь ифрвыхь площадей ра- 
венъ линейному углу двугралтаго угла между пимоз или (1) 


взфье == або ва) зто) 1 (ое). 
Послфдияя формула совершенто сорлаепа ст ураплетями 8 80. 


$ 20. Денолнитедьное умножеше мркыхе пломалей п сто 
нримфнене ку выводу метраческяхь соотиоженй ме: площа- 
дя ве просеранекый, 

Расиреетраняя поняме о дополинтельномт, умножеви вех- 
торовъ (3 35} на мбриыя площади, условамея подъ пополни- 
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тезъвымь пропаведенеимь иослрднихь разумБть произведено 
оной изъ нихь ци проэкц второй на плоскость первой; 
пры”этомь если мы будемь замфилть хбримя цЕощади век-. 
торамя къ пи порпердикулярными, отхладывая величины 
ыфрныхь площадей на ихь нормлляхт, то, очевидно, что до- 
полнителное умпожене мЭрпыхь площадей можеть бить 
зам лено домодиительнимт умиожещему ихь кормалей век- 
Торовь, А такь хокь сложене мЪрнихт площадей можеть 
пить замфиено сломенешь векторов пормалей ($ 40), 
дополнительное умпоженю иоблЁдиихь подчиняется заБонамъ 
однозпашоеть перемфетительности и распредфлительности 
отпосиеезьно сложены, то тФыы же свойствами дозжло обли- 
даль и дополнительное умножеше м5рпыхт площадей, 

ДА потому дополнительное произведена мфрнихъ наощадей 
+ и ас мы будемв опредфлять формулото: 


(вы) о(аьв) == а'Феви(аь)касуез (аб) (ас. (1) 


Дополнительное умвоженюе позволяоть намф устанавливать 
метризескую завиенмость между площадями различнаго на- 
правленя аъ пространезвй. 

Такъ папримфрь, пзязъ алгебранческую еумму мПрныхь 
площилей, выраженцыхт, боковыми грапями ибиоторой пира- 
миды, ми имфемъ ($ 41, 1); 


ВЦ... К-= ЗАВ, ЯВО- ЯСАч.,. -ьЯКА, @) 


ы 


причемь позмани суммы ин слагаемых, паир 
и ту же сторону. 

Унноживу, равенство (2) почденпо само иа себя дополни- 
теяьно, подучаемт; 


(АВО...Ку == 


лены зы одну 


У(ЧАВ-+-ЗУ(ЯАВ (ЧА (1, (8) 


1% пергая сумма распростраплотея па ниалраки вефху гра- 
ней пирамиды, й вторая па всевозможных удвоеппыя допол 
инледьныя пролаведетя их, причем киидое изу, поел кних 
будеть положительцымь, вели уголь между гранями тупой, п 
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отращательдымк, если онф будеть острый. "Теорема эта, 
сколько намъ извфетно, ие были распространена на мвого- 
угольную пирамиду и изьБетна только для треугольной пя- 
амины, 

Бозьмемь разное, двухь граней пераииы: 


Быбьб-— Ви, днев Я ЛВ Ви А)--ВьВСь АВ, 


ван, беря мфрную точку В ва екобыи множителемь в в 
первой части (3 41), имфемь: 


2+(2809--8 ВОЛ) == ВВ. 18) 


А. потому: удвоенная разность двуть мерныть площадей, выра- 
эвеннихераняни тетраедра, равняется звометрическому нроиа- 
веденю зисх общело ребра на ребро, совдинянщее чить вершины. 


Итакь: 3(ВОА—В05) == АбЬВС, (4) 
Унноживь это равенство само на собя допохнительно, имдемь: 
(АБВОу-ЧВСА-+-4ВСЯ"--ВВОАоВС 5 *) (5) 


Вынисйвь подобныя выражена для инадражонт иейхт гео- 
метраческихьъ произведекй пяръ протвноноложнихь реберь 
етравдра, мы найлемь посл сложещя, на основан фор- 
мулы (9), что еели Ум” есть сумма квадратовь четырехь 
грапей тетраедра, то 


Ун1-= (45.ВО-+(В8. СА). (0%.АВ). (® 


Тфыъ же путимъ можно вывести дли простраяетва ес, фор- 
мулы, иналотичния соотношенямь отрбаковь на плоскости. 

Такъ нашр., еели 7) ее, средана ребра 48, то незрудно 
зыразать свадрать ебченя тетраедра плоскостью, проходя- 
щей черезь точку Р и противоположное ребро, ДЪйстви- 
тельно: 


=) Св. Бозог. Иблиниз ар 1а ыбоме Нез Я ениишиия, 1877, р. 254, 
ро 
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ВьбьА -Вь Су 


Бьбка-ья) == ЗПьС, 
ила, пронаводя дополнительное умножеше, имфехти 


4800* 


ВОЛ я- Оба ВОЛ 608, (7) 
пли ца осповыки (5) получает: 
16 ВСр:=83ВОА: .880—( Абв. (5) 


Поелфдия формулы лптересны, кашь выражены аналогиякыя 
формуль, пыражающей квадрать медалы треугольаних. 

Ми полагаем, что бпапаппаго доеталочре дли уленони 
значенм дололнительнаго умпожошя иВриихь площадей. 

$51. Формальное геометричеекое ироизведеше 2?ато порядка. 
Во спойства ву связи ст евойсхвами детермонаитова, 

Наибольшее число нозависимыхь мбрныхь очень въ про- 
отранетв5 трехъ измбрешЙ ебзь четыре. Допуетимт, поз- 
можность сущесувованя ® незалисимыхь мёрныхт точект. 
обозначимь ихь черезт 1, 2,...и, и умпожива ихъ на ряду 
дВйствительныхь чисель, возьмемъ алтебрапчесыя суммы: 


А—а1 +а,9-=... на, 


ВТ 6,9 +... я, {1} 


И=т1+т, 9+... кп. 


Неремнажныъ равенства (1) почленно, подзиная умножене 
условиям: 


А-д-=0, А»В-- — В, @ 


р будем паливачь закое лФйетые формальнымь леометриме. 
скима умноженемь Чтобы получить формальное нропаведеше 
вофхь сумм (Ю,мы дожжны взать сумыы гефх$ возмомнангух 
произведен1И вида; 


выра, В 
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в5 каждое изь такихь произведешй должны входить веф в 
независиымхь мнолотедей, Условимея произнедене 1+0, . „+. 
счнталь воложитезьтымь; ве оетальныя пропаведены мозито 
призести при помощи опредфзениам чпела перестановонь 
множителей ив чому же порядку пронлподичелей, причемь 
ЗНАББ МЫПДАРО чшена будеть пиюсь, если число перестанововт 
было четное, и мипусъ если оно было печетное; иобл тагого 
преобраяонаяия у небхъ чаополь будеть ойнйЙ множитель 
}0%...1я. Оборначимь попечный резулимим через 


* 


а, -щ +... а 


Аве ее | ния. ) 


чи, гм, к.. 


Попффищенть при проиеведени 1=2+,..=й ееть пячто инов, 
вась дотерминанть, состазленный изр элементов: @, 2,...7% 
получить его величину легко, гАКЪ мы это тодьго что видТии, 
на основаши аснонныхь свойствъ геометричеекаго унноже- 
з1я. Таким образозгь детерманантное исяцелен!е можеть бъеть 
замфнено формальнимь геометрическимь умнолешемь. 

Свойстваюь геометричеенаго умножеши соотиБтетвують 
опредбленныя свойства въ детермипантномь печиелены п 
обратно, свойства детерминанаювь выранают опредёлевныя 
соотношеня между геометрическими произведежяни. 

Такь, прим ния основиня свойства геометрическаео ухпо- 
звеня (2) кв множителямь лёвой п правой. чаети вращения 
(3) мы видимъ, что детерминанть обращается въ нуль, если 
въ немь есть дв тождественния строки, пли колонны, и что 
он мвняеть свой знант на обратный при перестановк® 
любыхъ двух строит, или колоннъ. Дадфе, табъ заеъ гео- 
метряческое произведеве не мТнаетея, если и одному изъ 
мнонителей прибавать какой анбо множитель вау остальных, 
умпоженный на дёёелвительное чиело, то величина детерии- 

и 
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нанта ле мфияется, вели мы къ элементамь одной изь стронь 
{или кодоннъ) прибавымь соотвфтственыо элемензи одной 
или нфекольнихь строкь (или колоннъ), умноженныхь на 
произвольныя числа, Такь какъ геометрическое пронзведеще 
обращается 35 нуль, если в5 немь число множителей болье 
числа тЪхь независимыхъ величинт, на сумму которыхь они 
разложены, то детерминаать равень чулю, когда въ немф чясло 
строкь боле числа колонаъ. Волин ще число 2 множителей 
лЬвой части выраженя (3) менфе числа незаниенмыхт вели- 
чинъ 1 9,...1, 10 правая часть распадается на сумму ге0- 
метричеекихь произведен иРлго порядка. Для детерминан- 
товь указанное евойство выражлется такой теоремой: символъ 


4; бу. .бы 
5, 6,0, 
рН В 
т. 8.4. И, 


яъ которомъ число строжь м мешфе числа волониъ, выра- 
зваеть собою сумму етолькихь раззияныхь детерминантовь 
изъ т’ элементов, окольдо можно составить размичиыхъ 
сочетавй о 2 неъ веего числа колоннъ. Изь указанныхь 
ословныхь свойетвь детерчинантовь остальных яхт, свойства 
легко имводятся, и каждое свойство детерминанта будеть 
ныть себ соотвЪуствующимь, язафелное свойстно геометри- 
ческого произведен я. 


Такъ напримфрт, дозышев!е порядка детермиланта 6007 
вЁтствуегь очецидно переходу къ теонетрическому произве- 
денНо высшаго порядка, равновеликому ло чисаовой величины 
данному. 


Въ занлючеше мы укажемь на ьрайле простой ©пособъ 
позученя рен ‘системы ® уравнейй первой стелени съ 
п неневфетными. Имфемф систему уравненй: 
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а, В... Вр, 
Н.И раь 


ТЕ р,, 


Допустлыь, что ве{; коэффиицевты п азвфетные члены нерваго 
втораго и т. д. уравиен! отложены соотиеслвенно по ва- 
правленямт 1, 2,...п, независямымь между 60000, Тогда 
вложявъ нсф уравновя почлонно, имфемь: 


Ханну... Зита, == Хр, 


гдВ сложеня ноль знякомъ $: векторныя, а потому могуть 
быть только обозначены, Уюноживь послЬднее выражено 
реометричееки на Уф ун,. «А, получаем: 


р 
и, а,-=-... а 

нее, НВ, 

9, М, МН, +... 


Ееан р, == 0, то изь послбдняго выражения 
слфдуеть, что, еели всф нензьфствыя не равиы пулю, то дет 
терминанть изъ гозффищентовь @, 6)... равенъ вушю. 
Поса\фднее обстоятельство показыпаеть, что поэффищенты 
такихь уравневй не могутъ разематриваться наюь абеомот- 
ния ведичвны # незаваснмыхь между собою геометрическихь 
величинъ. 

$ 53. Алтебранчоское умвожена формальных геочетрическихь 
произведен наввыешато порядка. Дополкнтольвое умножение 
двух геометрическихь произведен, . 

Есзи мы лифемъ два вектора въ проетранстьВ: 


аа, 


В+ --Ь, 
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то на основанн опредбленшя лаполнительнаго произведя 
днухь рекоровы 


цой == а, -1-8.6 


„а... п) 


Будемь распространить формузу (1) л на елузай ® везание 
симыхь меящу собою векторовь, обозначая 


ас =: У; ад. (2) 


"Рота, нанъь извфетно изъ теорёг детериииантовь, длгебран- 
ческие пронлиедемю двухь формальныхь гоомотрическихь 
произведен: зРаго порядка выражается вубдующею формулой: 


* 
На, О-В) ой-ьвоы... 0 


ин 6,5, 2 [бойч-фоНы.. вой 
А С О . 8) 
Д-р СЫ Ш 4-Я ры ны. Конья 
Иан обозначая Хуа, ХВ, = ит, д, имбемь: 
пой-нцо Гы, ‚5404 | 
И | фоблфын-. Бо 4) 
Нь,, , 
и 
тиф зыпкомь | |” мы обозначнемь составление алгебраняе- 


скаго пронзведевы двухь формальныхь геомотричеекихь про- 
изиедешй нанвыбитиго порядка. Летио видЁть, что даа гоо- 
метрическихь произиодени панвыещаго порядка алребрадяе- 
сков умноман® знетунаеть ифето додолнительнаго умножения. 
Разсмотримь плеебраическое произведоше двухь мфринхъ 
объемовь 


боб-нфой-ьбой № 
@фас 


вым | =] ар -Сой ч-со4 (5) 


[пои--фойь-- бой 
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Премемв въ этой формул вокторъ т раввымь единяд® длины 
и напразммевнымь перпедивулярно къ плоекостн вевторовь & 
р | и взаимно векторъ в примемъ табже равнымь оДИНоВ 
и лаправлениямъ перпендикулярно съ нлоскости векторов 
ри 6 това перван часть оыразитт собою иронзведеве о9%- 
омонъ дпухь парзалелиииедовь, имющихь основатями [21 
и $4 д высотою с3(н’), ил п #’ суть внираваеня пор- 
малей съ этимь мёрнымь площадямь. На овиовани еказит- 
наго формула (5) обращаетел въ 


ар ьфой + 0 
(36). Сы). сз’биг) ==| аоф-гбор т. 0 
О -- 0 об’) 


Пал сокращая ня саб’) и обозиачая дополнительное про 


. . в 
изведен!е мфрнихф цлощидей 46 п А верезь |: и®- 
я 
дучаемы 
а" | войч-бьй № . 
ый 5] чойн-вы © 


ПосаТднее воражене, вотязено формул (5), выражаеть 
собою на плоскости пясобраичееное нронзведеше двухъ иЪр- 
ныхь площадей; дня пространства ме, цо только что дока 
заниому, дополнительное произведен двухь мВрныхь им- 
щадей разлучтаго палравлены. 

Мы уставовимь оейчасъ сще неколько дотермилантныхь 
вираженнь злелулипиьющихь внимания, 

Взявь дополнитеньное произвелене двухь вокторовь въ 
иространетьь 


ЯРсКТ,— (Ве --К) == Ао К--ВоК-—ЧеГ- ВьЁ (1} 
п нрообразовазь его на осповаиш форпухь 
ЗЛоК == КАК, 
иь выражове, 
АВсКТ—= . (А-Вю-ВР-фАК, (8) 
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мы можемъ представить выраженя (7) и {8) въ вид сдф- 
хуощехь дехерманантовь: 


1 1 от 1 
1 - : 

[17| = | А Е БВК = 1 4к БК {9) 
| Лор Бор 1 ам вы 


Посябдшя формулы легко могуть быть обобщены; ид осво- 
зан уравнешя (6) мфемгы 


АБоКи Аб5КЬ 


[42 ° ава м 
-ивокм абыкм! 90 


км = | КР.КЛ 


млн из основан (9) иры помоще простаго преобразовая 
зюлучаень: *) 


о |1 1 1 
3159 1 45К ВоК 6К а) 
КЕМ 71 Ао Вой СЕ |? 
1 дом ВоМ М 
или 
1 1 1 
а А8С|_ 11 АК: ВК: СЁ? аз) 
КБМ” р дГ" В СТ 
1 4М№ ВМ СМ: 


Дботвитольно на осковаыш основныхь свойетвь детерии 
вантовь мы имфемъ: 


01 1 1 
—1 ДоК Вой бок 
—! 45 Вор бЁ 
—1 45 М ВоМ б5М 


_ (В-4)5(Г--Ю) (б—ВуЕ 
>| -—Иум--К) (0--Въи--Ки" 


: (В-4ьк (б-Вок 
= (В-АьЁ (0-Вьг 
1 (дем (сВьм 


м 


*) Вайше». Треоме пла Ацменфиля 4сг Пебоийивлиюи, Тобрир. 1881, 
р. 240. 
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Замфтвиъ, что второй детерминанту выражены (11} можеть 
быть получен на основаныт слБлующиго самноличеекаго пре- 
образованы. Согласно формучё (4} 8 89 иы можем нашя- 
еаль симозически: 


м (ет Вы есь В гра МьКУ. 13 


4 


Если зь паслБднемт. пырмкови раекныть екобки и зам фиить 
налдое изъ сммиолическихь пронляедени (Ве (К-Ь) ве 
терминантомт иида *): 


Аве ВК 
ди ПОТА 


то мы вольращаемея къ формул (1). 
Не трудно также получить дли прояаледенй мфрныхь объ- 
емовъ сдзлуюйИЯ деторминантныя выражении: 


1 
ре лил [485 КЬ 445КЬ АБКЕ 
ОР КЕМ = АВК АКМ АТЬКМ,, 
”. ИТ | ДрьКМ ДбЪЮМ АРеКМ 
иди 
о 1 1 1 1 
нвор р? |1 4К ВК б5К Рек 
36 [тим == 1 46 ВоБ бЪЁ РоЁ р 
1 Ао ВМ МТМ а5) 
1 45№ Во М РМ 
ДЕ 
отт 
о | АК? ВК? ОК РК: 
1 
О = 41“ В? СР РА. 6) 
ком + АМ: ВМ СМ: РМ: 
1 ам В№ ам Рм 


®) Беня. Ра. р. 83. 


Формули (12) и (16), вели и них, привать пторой иножи- 
толь раввымь первому, дает нимь ивибетлья дотерминаит- 
има воиинеши квадритовь площади ‘треугольника п объема 
тетрчедрь ченеть квадраты прахыхъ, еосданакадьхь ихь вор- 
или. 

Кроз того тЪ ме формула (10-18), иь ваучав если 
чиело мфриыхъ точежь, въ ипхь входящихь, болфе числа 
лезависнхыхт мфриыхь точось для блияимлиаго оепова- 
иы слетемы воличинь, дають заинонноети моду точками 
плоскости о прямой, зыреувонную въ крадратахь лиш нхь 
сосдиняющихь, пан вЪ пир дополнительных произведен 


молиу векторными 

Ракь фовмухи (10) и (11) дают здмзенмоеть дая 6, 5, 4 
ш 3 точек, нрамой, а формуи (19) в (15) дам 3, 7,0, Ба 
4 точешь плобиоета, 

Плирняврт, пользуяеь формулой (16), мы можем, если 
вамь дним рмбуви трохи огружноетей п разетонши между 
зхь цепарами (и, т», 9,,д., д,), чапиеать уразвеще, инре- 
длощей по эизеь драмы радлуяк огрулиновти, кадникель- 
пой тревиь далилямь окружшостимь. А. омелио, вели мы при- 
мень 0,0, О О, за вершины тезравдра, объем косорахь 
обращается въ дадиомт случа в пуль, 10 


1 
бл (о, 
о 


Полобниюу це образомь уравнены (14) (15), составленния 
боле, чур дли восьми м}рпыхь точеьнь выразить собою 
опредфиенную завнениость межиу квадратами похторовь, или 
их дополнитеньными пронзведошями для точевь приизвольно 
золтыхв иъ проетранетьй *). 


*) Вас, Тусоме ипа Ануслепив 4ег роегюнкийеи. р. 238. 
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Такь не трудно совершение аналогичным путемф полу- 
чать обобщен уравиешя (16) лая опредленя радуя сферы, 
касательной юь четырем давимы» сфорняь. 

Замумогь, пузопенуь, зу уравнешю (6), озятое для саучая 
даухь фааныхь ибраихь паощадей: 


ой в 

36 вр + 
можеть разематриииитьея, ка сябделиюе урумлзюшя, убтанове 
денийго намн выше {5 27): 

{4$ ие), (17) 


бели примбизть послТинюю Формулу къ геометрическому 
ипропзведенио двухь мрныхь изощадей ($ 49), то мы булемь 
ить: 


Га» (аяву] == (936) (оу | [ебуо(ьб)Р, 
иди сорлаепо ($ 49, 1) нолучвемьу 
56 ЯБОЙ*, ЛВ: а 16 КАР. АВТ(ЯВОАЬРУ, 


Во Ава 


АВСьАВЬ авт {18) 


илл. 9 АВС, АБ" 


Варажене ито аналотичло мыфженио квадрата налощуян 
троугольниха черезь кладраты даины его стовонь; вы нему 
АБОАВЛ молоть быть зам поно по формул (12). 

Изь уравшешй, раломаииаенихь въ этом парагри(Ъ, 
не трудшо вывееми также цфлый ряд тригопометричеенихь 
соотношенй между пниравлевымн лайй кась вф хроетран- 
сти, ташь и на плоскости; по мы пе будемъ па этомъ оста- 
павливалься, 

Замфтимь только слФлуюрий выводъ одной из основныхь 
формуль ефернческой тригономегри, Нусть е есть уголь 
меду двумя векторами въ пробтрелнее, равиемн едипоцу 
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длины. Возьмем тля нихъ общее прямое направлен и умно- 
жимъ ихь дополнительно лрумь на друга, Тогда: 


{с30 г Ва) о(699-1+8,502) === озасзр--зта 310 оз (И, ), {19 


тв фай двВ боковыхь единикы различнаго направления въ 
простравотв. Или, обозначиня, черезь О угодь между лао- 
вхостани, въ которыхъ лежать би и которыхь лннйя ие- 
ресфчен я совпалаеть со взатымь ивми прямым ваправле- 
Шен, получаем: 
656 == 80. 0--зна в. св. 

$55. Выражено илоналеЯ троугольинка п четыреугольника, 
а также обтема тетрасдра черозь коордниаты ихь вершиях. 

Пусть © п у оси коордипать съ иачаломк въ 109$ Он 
$ уголь между осями, тогда: 


ОД «Од, == (ну Жану, 


ИИ, ТАРЬ КВКЬ д.4, 2520 4.847, 10 мы получаемь сабдующее 
вырашене площади треутольниха въ вервшними (0, 0:5, 9; 
2, 9. 

в» 9 


[8 


Чтобы найти вяражене пдотвди треугольнике, пиЗкщато 
зершины въ точкахьы: 2, У; 2, 7,; 2» у, виразимь мёраую 
точку 4, такь сушиу (8 8) мфрной точки О п векторовь х, 
я у, тогда будемь пывть: 


О -у, 
= АА, )= о-в, и, 3 
О 


АА, -А 


отеюда, какф и 5 $ 46 закаючвемь, что 


к! 599, (3) 


Равнымъ образомъ вырамен!е площади четыреугоарника съ 
вершинамя въ точнахь: а, и; 2, У} 2,9); 2.9, ие трулно 
получить на основанш равенства ($ 48, 1): 


(ААА кА) == (9 А.А, А.А. Е, 
& пмевво: 


Д,А,«А,дн == 6, ни. 


са, }--(и,— у, 
е—2 у 
м, 9,9, 

Подобным преном® для пиражешыи обтема тетраелра съ 
вершиною О вь вачалЁ коорднилль и вершинами: 4, , .4,, 4, 
имен: 


или 34,.4,4, Ц, = #0. (3) 


Е 
=, $ 2 | 82). (4) 
2, 9: 2, 

Равнымь образомф для объеми тетраедра съ вершинами их 
ТОЧЕРХН: Я,УЗЯ,У; @, 9; 9, 9, инфемь: 

Ти 2 

64.4,А,А, = 1 ы ,. р 822). (5) 

Ты ид 

Въ елуча® прямоугольной сиезоммы координать 8722) и 
зи обращаются въ единицу. 

Ёромф того изъ выражения Ш.А -Д, = ААА, А, вт 
свизн съ формулами (17) и ($3) предыдулаго параграфа 
вазиная магонали четыреугольнииа .4,.4,4,.А, через: т, п; в 
стороны черезт: а, 6, ©, 9, имфемь елПлующую формулу: 


604, 


«(АЛЛА — у (ан 0), (6) 


Боторую можно получить ить детерминанта (3), но путем 
довольно длинныхь преобразован! *), 


*) Формула эта выведена Досторомь въ МоцуеИев Аппа]ес 4е Мае- 
ша фаев, [-гв зё ме, 1848, &. УП: р, 69. 


ГЛАВА № 
Исчислене положения. 


8 54. Задачи иечиенени положены, 


Паьь изафетно още Лейбницт нредполагаль возможиимт въ 
повомЪ 901.9 ибчпелеше положетя (Сёеинию 3108), вовер- 
знонио отличиое отьиечисленя зенячино *). Равнимь образом 
дАламберть замбчаетт сафлующее въ своей Еисусюрваю 
(а. зИцаон): ‘Ачаляяь позожоы есть во зозкомь случа 
вИнгго такое, чего не достаемь вт. современной алтебув». 
Далве онъ прибавлиеть: «Было бы полательно найти средство 
вавотп въ зычислеше обозвачете подожены; отимь значи- 
тельно сокращались би вычиелешыу но ато не достуино с0- 
временному положенно и средетвамь аналиа». 


Задача пезлеленя положетя состоиеь въ установленя 
такихь операций над символами, обознаялющимо ноложеше 
и напразнене проетраяственняхь эзаементовь, котория 60- 
озиЁзотвовизи бы операщямъ поетроея. При помотит исчи- 
вле положен доказательство пояной геометрической пствиы 
должно еводаться гъ ряду формаленыхь преойралолаей надъ 
еиуволами; разр®шен!е вопроса о любон® геометрическомт 
лостроеви долито такие сводиться въ формальным» опера- 


*) РА. Пе зниа матетайео. & 144. 
Обрио. бвотййе 4е ромыов. Введеше, 


— 175 — 


щаямъ надф симзолами, причемь каждой изъ посдфднихъ 
долэкна, отыфчать совершенно опредфленизя Частная операя 
построена. Обратно велкая произвольно составленная фор- 
мула печисленя положены Должна выра 5 собою опред. 
ловное соотнотене между положенными пространственных» 
величинт, причемъ метричесня соотвошеня должны инепо- 
средетвеяно вытекать увъ уехони положения. Веякому пре; 
образовапию соетавхениыхту формуль изф одной въ другие 
должень отьВчать вывод® инф одной теометричеекой истины 
другой. Яепо, что при этомь исчнелеше положешя съ одной 
второпы должно привести не отдфльвые методы геометрии 
вт, одпу стройвую сиетому, а ев другой стороны дать ие- 
опфненное оруде для получешя повыхт, геометрическяхь 
нСТиНЪ. 


Вев работы перечиеленямя нами во введенти, имТиотмь 60- 
щбе или меп®е тВсную связь съ вопровонь 065 иечиелени 
положев. 

Развизлемая нами точкл арёлы въ палюей работ состолит,, 
Кают Читатель, вфроятио, пы ‚0 олузий саЫмЕть, 15 
пбобщегти понятия обт, адгейраическихт, дАлезеяхь на про- 
страветлеяния вехичины, хотория характервауются кроме 
числовой пеличитя или опрелфленним® направленем въ 
пространстиф (векторы, ифриыл площада), пли ив моложе- 
ненъ 5 простраяствВ точуя, прямой или плоскости (мЪр- 
нал точка, часть прямой, часть плоскости). При этом изнъ 
удалось связали въ одно пфлое различные методы, предло- 
женные Мейусомь, Граесмапомь, Болианттисонт и другими. 

Вь ластолщей гла мы пмфемт вЪ виду распространять 
ро’ смотрим ПАМИ операции на линейныя вибтемы нро- 
страпелвевныхь пеличиаъ, что дасть памт возмоленовит, ямри- 
аз пиводы пысшей твометри при похопии формулт, 
КаОЧАЮЩиИХЬ №6 себ поключительно обозначены положения 
проетрапезвеняихь влементонь и обозлаченя операцй по- 
строевя, совермаемихь надь пими, овлаать ву одяо дов 
методы Анялитической и Высшей Геометрит. Цослёдиее обсто- 
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ятельство позволит въ каждомь вопрос, ршаемомь мето- 
доми Виешей Геометри, зъ обхь пувичахь ето, тд это 
почему либо удобнЪе, переходитр кь методу коордевать п 
лритомз въ той систем коордикать, которая наиболье 
отб члеть вопросу. 


Звыбтимь, чго при этомъ геометрическое умножеше, го- 
зорое напболье подробно намь приходилось разематривать 
ть продыдущихь глазах, и ЗиНеь послушить нам орумемо 
дня изобрыженщы операщй <геометри положеня». 


$ 56. Аинейныя опегемы просграновениых величия. Оляо- 
значиое боотабтетве линойлыхие снетель. 


Мы уеловимел называть злтебранческую сумму незазиел- 
мих". пространетвелнихь величина, взатыхь ст, перемфнными 
дЕйетвительными коэффищентами, входящими въ первой сте- 
лени, дишейною системой пространетвенныхь величии. 


Лянейныя системы мвринхь точекь будуть: 


ря прамой: 2-4, @) 
для плоскости: 2 Да, АтжА,, (2) 
дия проетранстви: 2 нА, А, ча. (3) 


Виражеше (1) мы будем павывать прямоливейнимь рядом 
иТриыхь точект; пиражен (2)--илоскою елетемою мфрнихъ 
чочекы пыражене (3) —прострапетвенною систеком мринхь 
зочегт. 
Линейвыя системи ыЁрвижь чистей прямыхь будут: 
дал плоскости: п, А+ А, {4} 
он А ААА А, (5) 


для пространстве: 4. АА, ААА, А, {5) 
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(7) 


Выражене (4) мы будемъ называть пучкомь мёрныхь частей 
прямыхъ перваго класса; выражеше (5) плоскою системаю 
мфрныхь частей прямыхь; виражен!е (6) связкою мБрныхь 
частей прямыхъ перваго ьласса; выражене (7) простран- 
ственпою системой м5рпыхь частей прямых. 

Лнанейных системы мЗрнихь частей плоскостей будуть для 
пространетва сафдующи: 


ИИ (8) 
2+ АА а ААА, АА, (9) 
2 ААА, на, ААА А 


А.А ьА,. (10) 


Внражешя (8) и (9) мы будемъ называть: первое пучкомт. 
а эторое связкою ыВрныхь чаетей плоскостей перзаго класса; 
накопель, зыражеше (10) мы будемъ мазывать проетран- 
ственною сдетемою мфрныхъ частей плоскостей. 


Кром того возможны сафдующы линейныя системы век- 
торопь: 


илоенал система: жа -нх,а., (11) 
пространственная система: 2.0, -- 4,0, 2.а,. (12) 


Нахонецт, возможны еще дв линейниыя системы иУрныхъ 
площедей въ пространств}: 


да Н-да, {18} 


- азам, 09 


3..5 2,444, 


Первую систему мы условимея называть пучкомь, & вт0- 
рую связкою м®реыхъ площадей. 


Деф линейныя спетемы пространетвенныхь зеличинъ мы 


условимея палывать находящимися въ однознамнома соотвът- 
12 
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стейи, оли оБ\, содержа одно и то же число перемвиныхь 
параметров, могуть при помощи нукоторато лостроев, 
зъ которое зходять неключительно алтебрапчесмя кривыя 
или поверхности, быть поставлены окна относительно другой 
зъ такую зависимость, что одному эдементу первой системи 
соотифтетвуеть одинъ опредёленный олементь второй светены 
пространствениныхт величить и обрагно. 

Шсли мы имфемь лвЁ чинейвыя системы пространствен- 
хыхЪ величин, нахоляцияся въ однозначномт, соотвтетви: 


Хе; Ха, (15} 


то чиешо независимихь слатасмыхь въ обфихь системахъ, 
хать мы только что сказали, одно и то ме; примем в 
обжихь спетемахь за Л; и А’, шарм такихъ элементов, ко- 
торые дошжлы одинъ опредВлятьсл по другому однозначно 
(иначе пару однозначно соотеетведныхь эленентовт). Пусть 
всё параметры д’ первой енстемы, за исулючешень 2, но м}- 
ияютсЯ; тогда во второй систем дозженз измфнятьел только 
зараметрь 2, ибо при нзмненш одного слагаемаго первой 
еуумы во второй сумм должно мплться слагаемое соотвфт- 
съвенное; а потому: 


&Г=Кил. (18) 


Призтомт, еотаяено привятому опредфленио однозватнаго 
соотвётетья, Их) должла быть фунющи линейная алгебрая- 
чеегая; хромф того, так каНЪ А; и А; сеть пара однозначно 
соозтвЪтетвеннихь величинъ, а разсматриваемыя суммы про- 
странствеяныхь величинь однозначны, то 2; должно обра- 
щаться соотвфтетвенно въ нуль и въ безконечность выфеть 
©ъ 2); возйделье этого не трудно уббдитьсл, что #/ можеть 
отличаться отъ 2; только постоянным дЬпетвительнымт, 
множителемь. 

А потому, чтобы суммы  пространственныхь зехлячинъ 
Ханы в ХеГА? выражали бы собою пары проетраветвев- 
ныхь величинъ, ‘находящихся въ однозначномь соотвётетва 
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в чтобы пре этомь А; и А; были бы соотвБуственными 
зеличинами, необходимо услоше *): 


2’ =, {17) 


тд т число лфйствительное. 

Ясно, что при увлошн (17) любая сумма пространствея- 
ныхъ величинь одной системы, имвющья общее ближайщее 
освован!е, паи же общ энементь ($ 1), имфемь себ соот- 
зутствелною во второй снетемВ сумму величин, пуфощихь 
также общее оснозаше, пли же общ элемевть. Иначе: 
пря услощя (17) точкамъ на прямой соотвтетвують точки 
на прямой, а прямымъ и плосвостямъ, проходящим черезь 
общую точку соотвфтетвують прямыя и плоскости, им ошя 
тапие общую точку. Подобное соотв тетв!е итоскихт системы 
зовется обычно коллинеарныме; оно есть соотв тете втолить 
однозначное. 

Ниже мы подъ однозначнимь соотвтечыемь будемь ра- 
зумВть соотвЪтстве, опредёляемое равенством» (17). 

Замфтнмь, 910 чнело незавивимыхь параметровь всегда 
можеть быть сдфлано на единицу меафе чдела самих не- 
завиевмыхь слогаемыхь, ибо положен и направлее про- 
странственныхь зелизинъ зависить оть отноменя пзра- 
метровъ 5. 

Если мы сложамъ лв однозначно соотв®тетвенных ли- 
нейныя системы ведичинъ, то въ результатВ получныъ опять 


%) Можно бышо бы думать, что #’ можеть выражатьсл через 2; 
ть видЬ: 


ив: (Фаьо), 


о легко вихИть, что 810 не было бы согласно 0% услемемь (18) и 
что такое соотвфтетв!е не было бы вполнЪ однозначиниь, ибо были 
бы элементы, которымт, соотвфтечвовали бы не отдфяекные элементы, 
з цёлая совокупность эдлементовъ. Не трудно видёть также, что такое 
преобразовыие, совершенное падъ илоскою снетемою хоченъ {2) да- 
лало бы изыъ квадратное преобразоваие, которое какт, извёетно, пе 
облалаеть хародуерому однознелносты во вефхъ свошхъ точкахъ 

32* 
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уравнеше вида {15}; причемъ лено,’ что система пеличанъ, 
виъ выражаемыхь, булеть находится съ системами (15). 
закже въ однозналномь еоотететь, 

Дая сокращеня письма мы зведемь особыя обозначена 
линейныхь спстемь пространетвенвыхь иедичивъ (1—10). 


А именно ниже будеть обозначаться: 


прямолинейный рядъ мфрвыхь точекь...:,....... АБ, 
плоская спотема мАрныхь точекь.........- ..... 486, 
пространствеяная система ифрныхъ точегь....... АБСР, 
пучокь мфрныхл частей пряммхт.. ........ 4, 
плоская снетема мёрныхь частен прямыхь....,... АВС, 
связка мёркыхь частей прямых... ееннне, 4, 
пространственная система мБрныхуъ частей прямыхъ.. АВор; 
пучокь мбрныхт частей плоскостей. ....-........ АВ, 
сяязка УЪрнихь частей илоскоетей,........ .::.. Я, 


прострапетвенная система мфрныхх ча0т. пзоеност. ДВОР. 


$ 56. Геометиичеекя пропзвеленя прямолинейцыхт рядоль в 
пузковь убрныхь частей крамыхт, находящихся» олнозначяонит, 
овотатетвИн, 


Геометричесы! я произведен1я двухь однозначно 
соотв тетвенныхь рядовъ на плоскости, 


Инфемь два ряда точек, делимиинхь на плоскости, тозиы 
хоторихь находятея въ однозначномь соотвфтетвш: 


А-В, А-таВ’, {1} 


Умномимь пары соотвфтетвевныхь точокь геометрически; 
тогда получим: 


4 


ов -та Аа В'-- та" Вь В’. (3) 


ПослЪднее выражеше предетавляеть собою по длин и ло 
положению. совокупность мЫрвыхт частей прямыхт, соеди- 
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няющихь пары соотвЬтетвенныхь точекъь нашихь рядовъ. 
Легко убфдитьея, что система прямыхь (2) представдяеть 
собою зучокь прямихь вторало класоц, на такую сововущноеть 
прямыхь, что черезъ каждую точку плоскости проходатъ не 
бодфе двухь прямыхъ системы (2). 

ДъЪйствитедьно умноящемь выражеше (2) геометрическая 
на произвольную мЪрвую точку О той же илоскостя; тогда, 
если О ложить па одной изъ ‘мЪрныхъ частен прямыхь (2), 
то геометрическое произведене послбдаей на мфрную точку 
О обращается въ нуль ($ 39,2), в потому: 


О-о Вы А О--та в В’ьО- та? Вы В» 0=0; (3) 
уравнене (3) есть чиеловое ($3 84), а потому изъ него можно, 
вообще говоря, найти два значевщя для числа я (\Бйетвитель- 
НЫХЪ ИЛИ мнимых); подставляя найденныя значены 2 ВНОВЬ 
въ выражеше (2), мы нолучаемв т дв лини системы (2}, 
которыя проходять черезъ взятую нами точку 0. 


Раземотримъ частный езучай, когда 


ВВ’ 0, - (4) 


т.-е. когда наши рады находятел въ тавомъ нол ен, что 
‚любыя двё соотв тетвенныхь точки пхъ еляваются съ точкою 
ихъ пересфченя; тогда выражене (2) обращаетея въ 


Зыд--е(Вь Ат АВ). 


Послёдняя система мВрныхь частей прямых» есть ничто 
иное; камь пучокь прямыхе, проходящихь черезъ точку пе- 
ресфченя АА’ и В. ’-т Ах В’ ($ 55,4). Итакъ: если ряды, 
нитодящиеся въ однознамномь соотвътетаи, расположены 
а паовкости таким образоме, ато въ точкь чхь переспчейя 
бовпадавтз пара иле соотвютотвенныхь точек, то лини, 
соединяющая воть поры иаз воотвптственныхе точекз, прозю- 
дите черезь одну и зу ее точну плоскости. Такое положен 
рядовъ называется перспевлнивним. 
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Два однозначно соотвфтствелныхь рада, находяиеся ръ. 
порсцецхизномь положеши, расположены такь, 910 точек 
втораго ряда, соотвфтетвенныя точкемь первяго ряда, суть 
проегщи язь нфкоторой точки плоскости точекъ перваге 
ряда на прямую (осмоване} втораго ряда. 

Теожетричеек1я произведен!я двухъ однозначно 
соотв тегвенныхь пучеовь частей прямыхъ, лежа- 
щихъ на плоскости. 

Имфемъ два пучиа пруамыхь ($ 55, 4): 


Ва Ако, №В-ьтт А’. (5) 


Возьмемъ плоскостное произведене ($ 48) пары соотв е- 
ственныхь лучей: 


(Ву В)- О.В) ета ВА") — 

. (6) 

та Ак"). у 

Бели мы выдфлимь числовые коэффиценты при мфрамхь 
уочкахь (6 48, 1), то получвмъ виражене вида: 


аМ--9М-тежР-- тд" 0. (() 


Легко видфть, что это выражеше предетавляеть собою 
иичто иное, тавъ д0лдё очен, расположенных на кривой 
оторазо порядка. ДБйствительно, уиноживь выражение (7) 
геометричееки на аюбую мйрьую часть прямой К»[, ло- 
жащую на той же плоскости, мы получякть услот!е совнадев:я 
тозекъ ряда (7) сь прямою К»Г. въ вид: 


а МКТ № 


р -ьторРь К», + таль КьЁ == 0; 


зайдя нзъ этого чиеловаго уравненя два значения % и под- 
ставевъ ихф въ выранеше (6), мы находимъ точки пересфченя 
прямой КГ съ системою точекь (6}, & позомт послдняя 
веть радъ вгораго порядка. 

Въ частномъ случа, когда 


(Об) == 6, 
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т.е. когда въ пучкахт (5) зннй, соеданяющая вхъ центры 
лредставяяеть собою пару совпавшихь соотвфтетвенныхь 
прямихь, выражене (7) обращается въ прямолинейный радь 
зочек 


а --аФМ-+-иеР). (8) 


Такое расположене двухь однозначно воотьзтетвенныху 
пучковъ называется иерснективнымеь. Геометрическимк про- 
изведетемь парф соотвЬтственныхь злементовь двухъ пер- 
спективныхь пучков является прямая (8). 

Если мы имфемъ нЪеволько прямолинейныхь ридовъ т0- 
ченъ и нёсколько пучиовь нрямых® зи, точии и прямыя 
которыхь получены путемъ послфдовательныхь ироектиро- 
зав, то таШе ряды точекь и пучкя пряныхъ называются 
ваходящимиея з5 проемтиеномь соотетияствёи. Лето видьть, 
зтФ однозначное соотяВтстве радовъ (1) есть проективное; 
дин этого умножнмъ ряды (1): первый на 4”, а иторой па 
4, тогда получит: 


ь’--хВьА’, 
9 
Акта’. 


Такь какъ послБдя цва пучка чаетей прамыхъ, ио только 
что доказаннону, перснективны, то отеюда заключаем, что 
если мы имтемь два ряда однознаино соотоптственныть, та 
всезда, существусть трет рядё съ ними перспективный, \ 
потому однозначное соотезтотеёе есть соотвлтетее пров 
заищеное. Посабдйй вышодъ можно прямфнять одинаково и 
5ъ двумь пучкамь прямыхъ ция. 

Геометрическое пронзведен:е двухъ однозначно 
соотв тствениыхв ряловъ въ пространство. 

Что касается вывода уравнения (2), то онъ остается тоть 
же самый, по значене его дия двухъ прямолинейныхь рядовт, 
не лежащихь въ одной плоекобти, м®няетея. А именно дан 
пространства фориула: 
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В. (10) 


выражаеть собою систему мюрныхе частей прамыюз, расно- 
хоженныхх на линейчатой поверености оторало порядка. 

Умнолинуь поелёднее выражеше теометричееки па иро- 
извольную мёрную чаеть прямой К»Ё, мы получимъ числовое 
уравнеще второй стешеня, выражающее собою услоше, что 
часть праной КЁ имфеть общую точку © прямыми системы 
(10). А потому произвольная прямая КЁ пересвнаеть ли- 
нейчатую поверхность (10} вообще въ двухъ точкахт. 

Умножимь выравене (10) геометрически на мбрную часть 
плоскости К+Г»М, чорда мы получимь пространственное 
произведение, одинаковое съ фориулою (7), а потому всякая 
Изоскость, не содержащая прамой системы (10), перес#- 
каетъ посафдною по кривой нтораго порядка. 

Ухножлиъ выражен (50) геометрически на произвольную 
мёрную точку пространства 0; имземъ: 


ОД’ А’ От" ОьВьВ'. . (11) 


Носябдиян сумма ($ 42) выражаеть собою снелему мфр- 
внхь частей плоскостей, проходящихь черезъ одну и ту же 
точку пространства, Умномить выражеще (11} геоматри- 
чески на произвольную мврную часть плоскости КЛМ, ны 
получемь проетраветвенное произзедене въ видЪ ураввена 
{2) т. е. велкаи лшоекость пересфнает® налгу снетему (11) 
по пучку прямыхь втораго класса. 

Есла мы умножиыь мфрную часть плоскости, выраашемую 
формулой (11), на пролзвольвую ыБрную точку простран- 
ствь 11, то ириравнявя это выражене нулю, мы полузимь 
числовое урезнеще, которое намх опредёлить два значени 
нараметра ©, соотвфчетвующия плоекостямъ системы, прохо- 
дящимь черезь точку 2М; ве. черезь каждую точку про- 
странетва проходять вообще двВ плоскости системы (11). 
Спетена эта можеть быть названа иростренственною связкою 
частей плоскостей второзо класса. 


— 1885 — 


Ту же самую систену пространственныхь величии» (11) 
мы можемъ получить, наЙхя геометрическое проязведене 
лвухь однозначно соотвфтетвенныхь пучковъ чаетей пра- 
нихь, имВющихь обои центрЪ, но лежещихь въ розлич- 
вых плосностлхт. 

$ 57. РАДЫ мфриычхт течекь на куввыхь втоваге порядка» 

Выраменю ряда точеюь на кривой втораго порадкв, 10- 
лученное въ предыдущемь параграф® (7), можеть быть пре- 
образовано. А имённо, пользуясь произволомь выбора оенов- 
зыхь точенъ, параметра # и перемфннато 2, выражене (7) 
можно всегда привести къ одному изъ сафлующихь трех 
вядовь: *) 


2 А-ч-иВ-ь-0, (1) 
А-В 0 (2) 
А-В --0. (3) 


ря ызивнени х 035 — со 40 -4- <> сумы козффииментовь 
а'--е-- выращены (1) ив одного разу ве обращнетея въ 
нуль; сумма коэффищентовь 2-21 выражения (2) обра- 
жаетоя при этомъ зъ нуль два раза; и наконедь, сумма ко- 
эффизевтовь д’я-25--1 варажешя (3) обращаенся 5 нушь 
дань разь, Побдфднее означаеть, что зыражене (Т) пе 
содержить въ сёбф безковечно удаленныхь чочегь (87); 
выражеше (2} ихъ содержить двЗ, & выражено (3) — одну. 
Сафдовательно выраженя (1—3) представляють 60б0ю 60- 
отнЪиетвенно рады м?®рныхь зоченъ, расположенныхь на 
зылопов, гилерболВ и параболф. 

Пря 2 == © и #==0 выражешя (1—8) дають намь точки 
Ми С. Умноживь выражения {1—3} теометрическя на 850) 
имземь услов!е: 


2 А»ВьЛ = О.В» =0 [Е 


3) 4. Е. Мое. В. С. У бар. 8 69-62. 
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совпаденя точекъ нашихь рядовъ съ прямою ВО. Посл 
ее уравнеяе зообще даеть два значения для числа, кото- 
рыи сливелотея 25 одно ая А4-О-=0 и 0,00; отсюда 
заключаем, что ВА и ВС суть кавательныя иъ кривым 
(1—8), проведенныя иуъ точки В. 

Раземотрниь пару точест виражены (1), опредвичемую 
формулой: 


(АО) == «В; (5} 


ов разавчиются только энакомь ари 2, а потому двлать 
(3 Т) отрёзокь между точкою (х’Я--С) н точкою В тармо- 
пически. 

Икакь: сели лровеети черезь В ефкущую, то точки пере- 
сфченя послБаней сь кравою (1) раздваяются гармоначески 
точкою В и точкою пересфченя разематраваемой сЪкущей 
уъ прамою 40. 

Толе симое примфнястел п ыв выраженямъ (2) н (3), \ 
потому выражены (1—3) представляють еобою точки кри- 
вых, отневеиныя къ тремъ основяымь точкамь, изь кото- 
рыхь одна ееть полюсъ прямой, соодиняющей дев остальных. 

Есин вызето векторо»ь съ произвольнымь общииь нача- 
домъ волть иерторы съ пачаломъ въ центрв О кривысь (Г) и (2), 
то лосарым выражемя мотуть быть преобразовалы соотет- 
стленво вт зиражен *); 


ОМ — ОК. ОГ.втт, {6} 
ОМ == ОК. вст ОГауь. {7) 


Эти формы лекторныхь уравнемй крявыхь, какь показали 
Неомусь и Ермаков, очень удобны дия изелёдонаня свойствь 
кривихъ зторлго порядка, но мы не будемь на этом 0ст8- 


*) 1. Мовиз К. В. 88 90-98. 
В. П. Ермаков. Реоря вехторовь ик плоскости. Мент, 1887. 
Глава 7. 
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навливалься, такъ какъ у названныхь эвтороръ эти вопросы 
разобраны достаточно подробно. 


$ 58 геожетриченя иронанеце {я пучковь выешихь клаевовь 
п рякогь выгниссь порядковъ. 

ИвТемъ на плоскости: рахъ ва кривой вторато норядь 
проходящей черезь чочкн Аи С: 


4 -н- Вон 70, (1) 
а на прямой -4”С’ рядь точень 
’-нтО", (2) 


еъ нимъ олнозначяо соотвфтетвенный. 
Перемпоживь ряды (1} я (2) геометричееви, получдемь: 


ад’ феВь д —- о бы та Ан’ 
(3) 
1 бо" В О’. но" Сы С". 


Найдя путежь геометрическаго умножешх число прямыхь 
снотемм (3), проходящихь черезъ точку ндоскости О, мы по- 
лучимъ уравнене, которое даегь намъ три прямыхь спсте- 
ны (3). Итакь, спетема (3) ееть пучоке прямых треньлю 
классов. Если сиетемы производители (1) п (2) имфють одну 
общую точку О-= С”, въ которой совиадаеть парв соотвВт- 
езвенныхь точекь, то велвротые тото, что С+О’==0, выра- 
жене (3) обращаетея въ вырахлев!е пучка прямыхь втораго 
хласеа ($ 56, 2); еслн гром ОьО’=-0 и ДО, то 60- 
уративь выражене (3) на х получаемъ вырыжене пучка пер- 
зазо влаеса, 

Нодобнымь же образомъ, перемножизь два однозначно 
хоотвфтотвенныхь ряда: 


аА -- В -н С, 
ид’ УтаБ’ -- та О’, 


расположенных ня кривыхь втораго порядка, 
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мы иолучщемнь вообще мучонь юрямыхе четверниио класса, 
который дая С+»С’-=0 обращается въ пучокъ третьзго класса, 
а дя С+О’А„А’==0 обращается въ пучокь втораго класса. 

Не трудно т же самые выводы ряепространить и на 
теометричесыя произведеня пучковь втораго хласса, & вже 
на ряды п пучки высшихъ порлдиовъ и клаесовъ. 

$ 59. Геометрическое ипроизиедеще овязки мёрныхь частей 
плоскостей и связки мФриныхи. частей нуяяыхь, заходинахея т, 
отнозначяонт воотьЧиетьт. 

Унножимь геометрически дьЁ динейння снетемы простраят- 
ственныхь величин: 


0-1 2-е а живет [3 


тд а, В, с ыйрных части прямыхъ, а 2, В, 7 мёрныя части 
плобкостей, изь которыхь первыя проходять черезь одну и 
ту ше точку пространства 0, а вторыя черезъ одну и ту же 
чочку пространства 0” (555, 6, 9); тогда мы позузимъ сумму 
мё6рниху точекь св различными коэффищентами и перемфя- 
ными параметрами # п у, входящими во второй и первой 
степент, 

Вели ъь полученном произведен иололенть у ==4,; АФУ, 
Вегь опредзаепное частное зпаяене, 10 мы получимъ вы- 
ражене (1) 8 58, если возьмемь предзвнрительно диф за 
скобки и саложимь мврныя точьи, входяцуя множителями при 
5’ и прин 2. Танимь образомь, если у иметь частное вна- 
чене 9,, 10 мы пмбомв вообще кривую втораго порядка, 
наслфдняя кривая, при непрерывномъ изуВневйг у, образуеть 
ввоимъ лвыженемь вообще поверхность втораго порядка. 

А потому: чеомепизиивокое произведени паб соотоътетвен- 


чыхь олементовь двуть овязокь О и 0’, находящиеся 05 одно- 
значномь соотопивствфи, веть вообще повереность второло по- 
рядва. 
$ 60. тоомотричесья процзведен нучкозь частей илоековтей, 
маходящихея пу, оппозночионь соотофтетои. 
Умвожниь гоометричееки даа пучка плоскоет 
щихся въ однозначномь соотв, 


, находн- 
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&-- В, и -- 0”; (1) 
тогда получимъ выражене, отличающееся 025 ныражевя (10) 
$ 56 только постоянными козффищентами, А потому совожуя- 


ность морныта частей прямо, полученные: от переспиеня 
зар плоскостей двужз однознонно соотвттественныхе пучков 


АВ, АВ’ составакетв собою яинейчитую повораность вто- 
фило порядка. 

Умножимь геометрическое произведене двухь однозначно 
соотьтетвенныхь пучковь (1) на новый пучокт плоскостей, 
съ ннип однозначно соотвбтотвенный; тогда получимь сумму 
ифрннхь точевъ съ опредфлевными зясловыми хоэффишев- 
тами и съ параметромъ 2, входящиям»ь въ первой, второй и 
третьей степени. 

Если послфднее вырамене умножить геометрически на 
произвольную ымёрную часть плоскости К-бь М, тв мы п0- 
лучимъ, каьв усломе совиадошя м®рной точки разсматрявае- 
мой системы, съ плокостью КРМ числовое уравнене третьей 
етепени отноелтельво 2. А потому зеометримеское произведе- 
денйе треть однозначно соотеьтотвенныхе пареховв плоскостей 
ееть пространственная кривая третьмо порядка. 

Сказаннаго мы считаемь достаточнымь дая выяененя зна- 
чешя теометрическаго умвожешя дал образования различиихь 
сиетемь проетранетвенныхь величин при помощи ланейнихь 
сиечемь проетовиственнихь величинъ, находищихея въ одно- 
значномъ соотеБтетви. 

$ 61. Шияципт, развшия ноеётроешй пергаго порядка в нхь 
обезначеше. 

Выше мы водфаи ($ 49}, что, если дано подложен хвухь 
вфрных»ь точешь въ зависимости отф подожежмя осповыих» 
хочевъ, то положене линш, ихт соединающей, можно. выри- 
зить въ зависимости оть иоложещя основвыхь лин при 
помощи геометрическаго унномеея; причемь ззалмно, если 
дано ноложене двужь прямыхь на плосьости, то опредвлеше 
положевя точин ихф поресфченя совершается при помощи 
того же самаго геометрическаго умпомения. 
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Тоже самое относится и ыъ опредфленио положены илое- 
мостк по положению точекь я прямыхь ея опредфляющихт, 
а также и т обратной задач. Ну основаны этого можяо 
принять за очевидное слфдующее положен: осяхов линейное 
 язоскосумое построене мооюеть быть выражено помоийю 
повтореная илъеколькииь звометримеския умнотжений. 

Возьмемь услоне, чтобы три точкв аёжали ча одной прямой 
{$ 46, 6) 

АВ =0, (1) 


и зажфнимт. въ нема фбрную точку А плосгостнымъ произве- 
денемь (&М)+(Р»®); тогда, пазывая мёрную точку С’ черезь 
Х, поаучниь: 


[БА ь(РьОДьВьХ == 0. ©) 


ЗВыраене это зиестаго порядка относительно множителей, 
ть него входящихь, а потому это уравнене числовое (8 34). 
Хеви каждую язь иЪримхь точекь выражен (2) предета- 
вить зъ ридв сунмы мьрной точки в двухъ взаимно перпея- 
дикузарпихь некторовт ($ 46, 19), то произведя геометраче- 
ское ухножене и разематривая въ выражены; 


Х=0-+а-у 


и ну, кабь перемфнныя координаты, мы получимь 10628 
замжвы геометрическихь произвелевый взапмно перпендику- 
зарнихъь вевторовъь алгебраическими ироизведенями, обык- 
новенное уравнене дналитяческой геометри, выражеяное 
зъ прамоугольныхь коорланалахь. Уравнеше это будет вто- 
рой степени относлтельно перемфилыхь & к 9, в% него вхо- 
дащехь, (260 множитель Х входить два раза вт выратене 
{2)}. Легко видбть, что зырмжене (2) представляеть собою 
совокупноеть друхь прямыхь зивй, ДЪйствительно, уравне- 
зе (2) покалываеть, что чочка пересвченя МХ и РФ зе- 
ат на прямой ВХ; вилле, что пузьи Ви М персиектавны, 
ибо лучи ихъ МХ и ВХ перес®калотся на прамой РФ. Ураз- 
веве (2) удовлетворяется, когда Х совнацаеть съ прямею 


=: -— 


Р9, пли мб съ примою МВ, ибо повафлняя въ обонхьиуЯ- 
хахф соотвфтетвуеть сама свб%; а потому всякая точка ИВ 
можеть считаться точкою дересфченя пары соотефтотвенныхт 
зучей пучковъ Вим Итакь, уравнение {2) выражаеть ©0- 
бою совокунность точен, расположенияихь на прямыхь РО 
я МБ. 

Замфпимт въ зыражени (1) первую п трелью мёрных точ- 
узи плоскостными произведениями татимъ образомъ, чтобы въ 
Одну ИВЪ ыфрныхъ частей прямыхь, входящих въ то и дру- 
тое плоскостное пронзведене, входная бы одна пи та же 
зочьа Х, которую мм будемь считать зв перемфнную: 


[ОМ Рь ВЕР Мы ХУ] = 0. (8) 


Иоелбунее виражене означасть, что точкн пересйченя 
зучей пучка М съ лишей РО и лучей пучка Й съ лишей 
РМ *} ложать на одной прямой съ точкою В. А это зна- 
ить, что пучки М Е оба перспекуньни съ пучком В, в 
сафловательно, проективны можду собою. СлЪдовительно точка, 
Х пересЁченя нары ихъ соотьфтетвенныхь лучей ($ 56) ле- 
жить на кривой втофаго порядка, Нослфдлее слфдуеть нело- 
срелственно и изъ выражеля (3), въ которохь точна Х вхо- 
лить множнтелемь два раза. 

Такимъ образомт достахочно только прочесть зырашене 
(3), чтобы имфть и выражен теоремы Маклорена и вифеть 
с» \Вит ея доказательство, какъ при помощи эвалитяческой 
теометуи (при замбя» теометрическихт. произведей элге- 
браячесиимя произяедешями верторовъ, ззавмно перпеяди- 
зулярвых»), такь и при помощи метода Высшей Геометрия. 
Теорема эта читаетех тагы сле три стороны нппоторияе 
эпреулольнике протодятз черезз три постоянеия точки плос- 


") Линн: 29 и ЁМ ваоли% пронзвосьно взаты па тлоскости, причем 
чере9ь Р мы обозвачили точку нхъ иересчевя, чтобы на вводить 
динихь буваъ вх вырожене. 
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лось. М, В, В 9 есль двъ вершины этою трепольчика 
‘донокутея при этомв вдоль зокоторыхе прямых РФ в РН, 
мб третья вершина дбиоется по кривой отора порядна. 

Наконецщь, если вх выражен (3) замфнить мрную точку 
В плоскоствымь произведенемъ (16. М)-(0+В), то мы полу- 
зииЪ выражено: 


(М Рь ОМ МВА Ру (ьЖ)] = 0. (4) 


Поелбднее выражеше предетавдяеть собою также, каюь и 
выражен (3}, услоше, чтобы точка Х лежала на гривой 
туораго порядка при этомъ оно совершевно смиметризво 
относительно мфрныхь точень Х, М, М, Р, 9, В, велфдезые 
зего не мфняется при обыфн® ымфетами любой пары этихъ 
точекъ, а потому оно выражаеть собою услоше, чтобы шесть то- 
ченф лежали ва одной кривой зтораго порядка, Читая выра- 
эжев!е (4), мы получаемт доказательство извфетной эеореми 
Шаскаля о праной, соединяющей точки пересфчея протизо- 
положныхь сторонъ шестиугольника, злиеаннаго въ кривую 
зтораго порядка. 

Если бы во второмъ плоскоетномь произведеи выра 
вия (4) взаль ифрныя части прямых», не зависяпия оть ноао- 
мешя уфрныхъ точенъ, входящихь в остальныя произведен, 
10 мы возвратились бы вновь въ тесрем% (3) Маклорена. 


де. 


Выражешя (2—4) безф всявато затруднеюя могуть быть 
распространоны на лостроене пучковъ прямыхт, итораго 
клпоев. Для этого замфнашь виражеше (1) взаимнимь ему 
выражешемт дал трехь иЪрнихь частей прямых а, Би е. 
Тотдь услоше, чтобы прамыя @, В и с проходнли через одну 
точну плоскости, выразится черезъ: 


6) 


ибо, произведя плоскостное умпожене лрухь ибримхь ча- 
стей прямихъ (8 48), мы получаемь мфриую точку ихь пере- 
офчешя съ опредфлениымь коеффицентомъ; а умноживъ по- 
слфднее произведеше на третью мВрвую часть прямой, им 


ас 
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получиых мёрную площадь, которая обратитея въ нуль только 
тотда, когда прямыя: а, В, с пройлуть черезь одну п туже 
точку плоскости * 


Если зЪ выражены (5) зам нать послбдоватедьно иножи- 
тели геометрическими прониведенями, 10 мы получимь выраже- 
в, вполнЪ аналогичных выражешямь (2—4); таквмь образом® 
ны будемъ имфть теоремы эзавиныя теоремамъ Махлорена я 
Паскаля. 

8 62. Выражещя ноетросшй иерваго порядка вт. нространсть. 
Теоремы для хапейчатыхю позевхвостей отораго порядка, аназо- 
гачныя теорем Маклорепа. 

Ваьь въ предыдущемь параграфВ мы развили лицейныя 
лостроеня кривыхв втораго порядка путемь преобразоваям 
зиражевия А«ВьС = 0, такь точно можно нолучить дВлый 
фядз плосковтаыхь и линейных построей въ пространств 
путекъ аналогичныхь преобразован! Яормулы: 


, (0 


что даетъ намь цфлый рядф теоремъ относительно иорерх- 
ностей втораго порядка; нежду прочимъ мы получимь тео- 
фемы, аналогичныя теорвый Маклорена, 

Замфнимь въ выражен {1) одну изь мфрныхь точесв 
множителей прострапствениыми пропзведеными; тозда по- 
лучимь: 


4.В,Ор 


®) Очепидио, что уравпено (5) заклочавтт, въ саб урдввеше точил 
зъ коорлинатахь прямой. Дал э7ого выразны® каждую изъ 
частей пряннхь & В ин с, над еумму трехъ оеновныхь м игыхт частей 
праху, ззитыхь съ опредбяевпыми корффишонтами 4 9, 10. Тогда, 
приразнявь нулю геометрическое произведене полученных ауммт, 
будемъ нифь, плуекал постоланаго мпожителя: 
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[АВЕ ВьО+Х == 0, (2) 
К ь Е, бь Ве бьХ == 0, (3) 


причем» первое выражене есть уеломе перепестивносты 
пучковь Ан ВО съ радомь ЕВ второе же ебть усломе 
перецектизности связки прямых Ая пучка плоскостей Во 
отновятольно плоской сибтемы ЕРА. 

Замфниьь два множителя въ виражены (1} черезь про- 
странственныя произведеня, мы получим: 


[ЕВ «Вы С.В) =(ТьХ) == 0, (&) 
Ев)» Вь бы (Н (Ты Х)] = 0, 65) 
вв ВОН Х == 0; (8) 


ириятом® уравнеяе (4) ость услоше перенектинноети пуч. 

цовь Дн А 65 радлын Е и ПЕ, которые вами суть с$- 

чени одного и того же пузка ВО; пучки А и Л) находатея, 

очевидно, въ однозначномь соответ и и пары ихь 600т- 

эЪтетленныхь лучей пересфиаюлея въ зочкахь прямой 
(А-В )(Ть вЫ). 

Уравнен!е ( (5) выражаеть собою увлове, что пучокъ нлос- 
хослей ВС перепезлавевь съ лучкомь прямыхь А относи- 
тельно рада ЕВ, ® съ пучкомт плоскостей ЛЕ отноентельно 
„ряда НЕ отсюда слвдуеть, что пучокь плоскостей БЕ 
пучокь прямыкв А находатея иожду собою въ одновначноиь 
сооъвфтетыт. Найдя геометрическое произведене паръ 6007- 
вЪтетвенныхь элементов пучков: Аи ЛЕ ны получаемь вы- 
ражене (7) $ 56, ь потому точка Х лежить на *ривой аторало 
порядна. 

Уравнене (6) выражаеть собою услоше, что пучокъ пзое- 


хостей ВС перспективенъ съ пучкомь прямыхь Ф отповя- 
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тельно крамолинейнаго рада НТ в съ связкою А относи- 
‘тельно плоской светемы точекъ ЕР; причем ясно, что вся- 
хой плоскости пучка ВС въ связь 4 соотвБтствуеть иблый 


илосый пучокъ лучей, а потому пучокь ВО перепективень 


также пучку плоскостей АМ, тдф М есть точка пересвченя 
прямой ВС съ плоскостью ЕЁРО; слфдовательно пучки Би 
АМ находятся въ однознаяномь соотьвтеныт, а потому гео- 
мотрическй произведения паръ соотв тетвенныхь лучей пучка, 
} в связка А совпадаютъ ст геометрическями произведенямя 
лузновь Л) п АМ и, по только что доказанному, раеполо- 
знены на иривой вторизо порядка. 


Замвнимь въ выражени (1) дв мВрныя точки таками 
пространетвениыми произведенями, чтобы въ каждое изх 
них входила бы множителень м5реня часть плоскости; тогда 
будемъ имфть: 


ОСА РебыН)» Вьб-@ь НТ, Гы ьХ)] == 9, (7) 
[СА Рыбы Ум ВС (НьГ(РьЕ-Х)] =50, (8) 
Кран ВОДОЮ, ХУ] 0. 6) 


Замбтимь предварятельно, что, если въ выраженяхь (7—9) 
звать векторы съ опредвхениимъ назащонь Въ т04кё О и 
разложить ихъ но треиъ взаимно перпендикуляряым® направ 
лещямть, то, обозначивт слагающя вектора Х по этных на- 
правлещлыь черезь 2 у, 2 я произведя геометричесыи 
умножея, мы получимъ пря переходв къ алгобраическамт 
произведеямь зыражен!, содержащее въ 2668 кром® по- 
хтояниняь количествь перемфнных м, у, # въ степени ве 
зыше второй; в потому, если только выражешя (7—9) ве 
„разлагаются на множители, то она зыражають с060ю вообще 
поверхность зторато порядка, но въ этонъ мы убёдимех 


сейчасъ другамъ путемъ, 
13* 
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[еду ЕьВьОьХ = 0, 2) 
КХьА)»(Вь.Рь бы» ВьСьХ = 0, 8) 


причемь первое выражеше сеть усломе перепективноети 
пузковъ Ан ВО съ рядомь ЕЕ второе же есть услоне 
иерспентявности связки прамыхь Аи пучка плоскостей вс 
оъяобптезьно илоской спетемы ЕР. 
Заыфнивь два множителя въ выражешия (1) через про- 
странстленныя произведен, мы получим: 
[СЫАж(Е» Е] «В+. [(@Н)+(ТьХ)] == 0, (4) 
[АВ Вь ОПТ (РьВьХ)] = 0, (5) 
[СоАЕв»Вь О.Н ТьХ == (6) 
прнетомжь уравнеме (4) есть услове перспективноети муч- 
зовь Ди А съ рядами ЯМ в ИЕ, которые сами суть ©{- 


} 


чешн олного и того ве пучки ВС; пучка 4 и Л) находатея, 

очевидно, въ однозначномь соотафтетын и пары ихъ с00т- 

звтственныхь лучей переефриются въ зочкахь прямой 
({А«ьЕ(Пь бы Н). 

Урявнен!е (5) выражаеть собою услоне, что пучокь плос- 
зовтей ВО перснестивенъ &ъ лучкомъ прямыхь .А отнови- 
тельно ряда Ра, & съ пучком плоскостей РЕ отноентельно 
„ряда НЕ отсюда слёдуеть, что пучок плоскостей ДЕ и 
пучокь прямыхь Д паходятся между собою въ однозначномт 
соотвтетвит. Найди геометрическое произведеше паръ с00т- 
вътетвелныхь оденентовь пучковь: Аи ОИ, мы полузаень вы- 
рьмене (7) $ 56, а потому точка Х лежить на привой виюрио 
порядна. 

Уравневе (6) выражаеть собою услоше, что нучокъ илос- 


костей ВО порблектьвень съ пучкомь прамыхь Д олнова- 
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тезьно прянозинейнаго рада РП; а еъ овязкою А отвоси- 
‘тельно плоской системы точель ЕВРО; прачемт ясно, что вея- 
ной плоскоети пучка, ВС въ свазь 4 соотвЁтетвуесь цфлый 
ллосый пучокт лучей, а потому пучок ВС перопентивень 
тавще пучку плоскостей АМ, тд М ость точия лересфчены 
прямой ВС еъ плоскостью ЕВРО; слбловательно пучви Фи 
„АМ ваходятся въ однозначномь соотвфтетыи, а потому гео- 
метричесяия произведвшя паръ соотв ественныхь лучей пучка, 
1) п связки А совиадають съ геометричоскики проинведенмыи 
пучковъ и.) и АМ п, по только 510 доказанному, раеноло- 
вены на яривой оторизо порядка. 


Замвним» ъъ выражены (1) дРЪ ибрныя зочки таками 
пространственными проязведещнми, чтобы въ каждое изъ 
нихъ входила бы множитенень мЗрнзя часть плоекоети; тогда 
буденх ныфте: 


ГОСы) КН Вь Обь Н. 1 Рьх] 
Сабы Ну ВьС СНГ ВХ == 0, (8) 
(НУВ ОТК ВЕ) 0. (9) 


Занфтинь предварительно, что, если въ выражениях (7—9) 
взять векторы съ опредфленнымь нозалонь въ 1048 О и 
разложить ихъ по тремъ взаимно перпендикуларнымъ иаправ- 
зевямъ, то, обозначивт слагающи зектора Х по этим на- 
правленямь черезь 2, у, # и произведя геометричевыя 
умножена, ма получимъ при переходв къ алгебраическимъ 
произведеняыь зяражен!е, содержащее въ себ хром по- 
стоянвыхь количеетвь перемфнныя 2, у 2 въ стенени ве 
выше второй; & потому, вели только выражешя (7—9) не 
‚разлагаются ка множитеши, то они выражают» собою вообще 
поверхность втораго порядка, во 5 этомь мы убёдинея 


сейчасеь хругимъ путемъ. 
13* 
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Уравнеее (7) обнаруживаеть, что еслн пучоць плоско- 
слей ВС переефкаеть дв изосыя системы пб дзумь пучка 
прямых, то проевтируя посдфде!е изъ двухъ точезь про- 
странства А и Ш мы полузимт два пучка плоскостей, нахо- 
вящихся въ однозначномь соотвётетый; таше два пучка плос- 
хостой, будучи перемножены геометрически (8 60), даютъ, какъ 
мя видбли, хивойчатую поверхвоеть втораго порядка. 

Подобиымь же образомъ ураввеще (8) выражает собоз, 


что два ‘пучка плоскостей ЛЕ н АМ, г М ееть точка пе- 
реебчешя лишь ВО съ плоскостью’ РОН, находятся другъ 
яв другу въ однозначномь соотьтетви, 

Наконедь, уравнен!е (9) есть также услове одвозначнаго 


соотайтевяя пучуоть АР и ЕЁ, 3 погому веф три уравнены 
{7—9) выражаоть собою образованте гихейшитьнеь повераио- 
стей оторио порядна. 

Но вели мы будемь постбдовательно нпродфаывать въ 0т- 
дВаьноели палздое изъ построенй, указавиыхь соотнбтотвение 
уравнении (7—9) *), то мы получимь слфдующия три и6о- 
фемы дая пространства, аналощиныя зтворемп, Маплорена в 
устенавливаюния образотал!е линейчатихь поверхностей вто- 
фаго порядия, & именно: 

при изиюнещить трерапниио утав одно из реберз в опи- 
сывиниа аинефиитую поверхность вторао порядки вв вльду- 
зоне случалки: 

1) вели одна зрань трераннаю ума проходите черезь иря- 
мую ВС, ть бруия рана проходята соотепапственно черезь 
тонны А, Л, пуичеме два ребра ео движутся по двцие 
плосностяме КОН, @НТ (7); 

2) сви дть зрами трераннаю зурыа пролодять  соотвийп- 
ственно. через прямыя ВС и РЕ, тревья зрань пролодите 
чефдезь зночиу И, причемь одно ребро двнокетсл по плоености 
РОН, в'бууюе перосииается © пуямою НТ (8); 


*) Читателя проензу ерфлаль чертежа иъ чеоремамь (7—14), 
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3) если три арони трефранноло ума прогодять соотётт- 
ственно через прямыя АТ, ВО, ЕВ а 08а ребра переспка- 
зотся соотвътетаение с5 прямыми ЯН, ТЕ (9). 

Замфнимь далёе въ выражении (1) три мЪрныя точка про- 
«транственпыми произведениями; хогла будемь имфть тама 


три уравненй: 
ГАНС Вь ру НЫ. СНЫЬК Вых] 9 
Овны) рун Т.К СО-ЕВ. Е.Х) Кр 
Хы М(Р,бьХ)] к о 


Вообразивъ себф вов построевя, зыраженныя формулою 
{10), мы можежь прочесть это выражен! такъ: если пучовъ 
плоскоетей ВР пересфкаеть данных наобкости РОН п @НТ 
соотафтотвенно въ зучахь пучновь ЛР и М.; вели залжиь изъ 
вЪкоторой точки пространетиа С’ проектировать весь пучок 
м, ла плоскость НТК въ видя пучка м, то пучки Ми М, 
будуть находиться въ однозначномь соотвфтеев и; наконец, 
вели соотв тетвенные лучи посхднихь проектировать паъ 
двухь точекь пространства А и Е, то мы получныь два 
пучка одвозлачпо соотигетвенныхь плоскостей, которые, по 
выше доказавному, даютф линейчатую поверхность втораго 
порядка, 

Точно чакже на основами уравнены (11), пейдя точку 
{Х+А)»(б»Н»Г), соединивъ ее плоскостью съ ВЛ, паходииъ 
прямую пересзчены съ плоскостью НТА; соединив послднюю 
прямую паоскостью съ точкою О, мы найдеыъ точку пересфченя 
проведенной плоскости съ лишей КТ); соединавь послёднюю 
точку плоскостью 65 ЕЁ, мы получаем» вновь два пучка п1ос- 


костей одинь Ё ТР, а другой еъ осъю, проходащей черезъ точку 
А. Легко вндфль, что черезь точку А проходить пучок плоске- 
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стей, однозначно соотвфтетвенный еъ пучконь ЕЁ въ этом, 
можно убфдиться, повторияь вев построевя въ обратномъ по- 
рядк, ибо пучокъ ЕР даеть, пересвкалеь къ КТ, перепек- 
тивный радъ КД; поелбдый изъ точки С на плоеность НАК 
будеть проектироваться рядомь №; соединяя точки поел 
няго ряда наоскостями съ ВО, мы получамь въ пересёчени 
послднихь съ плоскостью @НТ нучокъ Р, который изЪ точки 
А и будеть проектировалься пучкомъ паоскоетей, находи- 
щихся въ однозначномь соотьбтетыю етф пучномь И. 

Проятя выражеше (12), мы получаелт третье услоше одно- 
значкости двухь Ибкотормхь пучков плоскостей. 

ТВ же уривпевы (10—12) могуть быть прочтены иначе, 
причемь дадуть намъ вновь эмеоремы для пространотве, ани. 
лавиныв зпеоремь Миклорена. 

Условимел пересвченя четырехь плоскостей: а, В 


оз, Вы, еб, вн 
навывать зослидовательными ребрами четырегранивка, ограни-- 
ченнаго плоскобтяни: % В, 17, 6. 

Гогда ва оеновани уравненй (10—12) мы можемъ ска- 
зазь, что 

при измтиени тетраедра одно изь повлидователиныхь 
еберь ею описываете пинейчитиурю повереность вторые по 
рядка вв сапдующить случая: 

4) вели пуиь зрани ею прошодять соотвзытотвенио через 
три точки: А, С, Е, четвертая зрань через прямую ВЛ, 
причемь три поольдосательныхь ребро движутся соответ 
ственно в палоскостять РОЙ, ЯНГ ч НТК (10); 

2} если дет зрани проходять черезь точки А и С, двь дру- 
вя через» прямыя ВЛ и ЕЁ, причем» два посльдовалтельныть 
ребре бвиаюутся ‘по плоскостямь НТ и НТК, в тете 
посльдовательное ребро встурьчавта яряную КР (11; 

8) если одна зрань тетриедра проходите через точку Е; 
при бруця черезь пряныя АВ, РЕ, ЕО, причемь одно ребро 
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деиокетел по паосности ЛЕТ, а два друвиеь посапдоватеи- 
ныхь ребра ветупюють прямыя ЫТ и ГМ (12). 

Замфтимъ, что 5 уравненшхъ (10—12) возможны и пе- 
рестановки отдальныхь мвожителей. 


Еван въ вирыжении 
ыВьС-О = 0 
замънить всф четыре мвожителя прострапотвенными произ- 
веденими, изъ которыхъ каждое ееть произведее мёрной 
чаети прямой па мЪрную часть плоскоехи, 70 мы можемъ 
составить тая выражена: 


К давно (ВЫ Ж =, 13} 
или [ООВ о [бы СьБь Хх] = 0, (14) 


тдБ дня сокращен письма мы обозначаемь черезз!: о, 8, ^, 8 
уЪриыя части плоскоетей, а черезь: @, Ъ, с, д мбрный части 
прамыхь. 

Если пропзвееги ве построев!я, ухазанныя формулами 
{13) п (14), вязь сначала пространственное проязведеше 
перзыхь лвухф множителей (Х+А)»а, затфыъ пропзведене 
этого поелёдняго на множитель 6 и т. д. то мы дегко уб\- 
димея, что выражене (13) выражаеть собою услоше одно- 
значнаго соотвётетвЯ двухъ пучковь плоскостей: 


АМ, ВМ, 
гд8 М-= 0-0 и М==ье, в потому точка Х лешить на ли- 


нейчатой поверхности зтораго порядка. Раввымъ образом 
выражеше (14) есть тавще услоые однозначности пучковь 


АВ в 20. 

Выражения (18) и (14) могутв быть такие прочтены, какъ 
условя, поторымъ должны подчиняться грани в ребра тетра- 
едра, чтобы одно изъ реберъ послдняго первмфщалось по 
хинейчатой поверхности; во мы не будемъ на этомь оста 
навливаться, 
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Сказаниаго въ посаёднихв двухь параграфахь мы езига- 
смъ вполнБ достаточныме дая указавя 1010, какъ простое 
преобразован! формутъь можето вести кв выводу различныхь 
уеометричесияхь тооремъ. 

Иряведенныя нуми тольно что теоремы, схольБо намь из- 
вбетно, не были никьыь уцазаны разве; распространен 
ихь по закону зваинности на друмя проетранетвенных формы 
не предстиваяатт собою никакого затруднена. 


$ 63. Нреобризоване илоской спетемы пряных вл, часхные 
зиды сътей п клубковь (Зепааг) коннческиху обе. 


Быше зв 8 14 мы условились называть яроизводною точкою 
двухъ точекъ плоскости: 


ар = Хи, ФБ, ев 
точьт 2, опредбаяемую выражешемъ 
М = Ха, В, А,. (2) 


Гамъ же мы донаналл, что прямая, проходящая черезь одну 
1зЪ основныхь точекъ 4, и опредфляемаля слфдующимт зи- 
нейнымь построенемты: 


(4, «РА, А 


РСА, «ОА, АА, (3} 


рдЪ (есть центръ хяжести основнаго треугольника, прохо- 
ходить черезь точку М (2). 
Можно, пользуясь плоскостными пройзведешями быстро 
провёрить выводф, получевиый лами в $ 14. 
Дьпетвительно, называя черезъ и удвосицую площедь ое- 
новнаго треукольыака, мы имфемъ: 


(А«Ру-(А, в) == (а, АзА, и ААА А, Ань, = 
== и, 4-19, А, а, А,), 

«бб, Ад, А А, АА. Ауь А.) == 
= ФА А, +, 4,); 
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пуская множителей чи и подетаваял найденныя вырыкеня 
зъ выражение (3), получаемь: 


(= А, Ан, 6, АА, ААА, = 
= 4,6, А, «А, -н-а,6, А, +4, . 


Но умноживь выраженше (2) геометричесьи на 4,, мы пояу- 
чамъ тоть же результаль, а потому М.А, совпадаеть во 
положенио съ мфрною частью прямой (3). 


Точку М мы условились обозначать через 
М:-=[Р9]. @) 


Въ частномь случьф, когда Р == @, мы будемъ имфть точку, 
опредфляемую равонствомъ 


мМ=[РР|. (5) 
Послднюю дая сокращешя мы условимея обозначаль черезъ 
М=[Р]. (8) 


Возьмем раль точекь на прямой лиши РО, тф Ри@ 
опредВляются равенствами (1); произвольная точка Х этого 
рядь будет выражаться черезъ 


ао А-а-а 164: @) 


постронмь для нея точку ирамую Брокарманекую ($ 14,7), 
& надъ похученной ТочкоюЮ ВНОВЬ проязведемь ту же самую 
операцию, тогда будемъ имЪть точку: 


(а, в (4, 5-58,) А,-(ав-,)д,. (8) 


Наконець, возьмем производную точку (4) для точевъ 
{7) в (8): 


(ниче. А, аби Да.) Ч я-а, (9 
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Детко.видфть, чо. выращене (9) предетавляеть собою точку: 
лежащую на кривой втораго порадки, проходящей через 
основныя точки 4,, 4, 4.. 

Действительно, умноживь выралев!е (9} геометрически 
на любую мбрную часть прямой КьГ, мы подучимь для 10- 
чекъ, на ней лежащихт, чнеловое урзвнен!е втораго порядка, 
зающее вообще дви значеня для 2; умноживь то же выра- 
жеше геометрически яа прямую 44 *4,, мы получиыъ услоне 
еовиаден еъ нею точки (9} въ над 


(це--ь {ал 


-5,) =; 


подставляя д, == — В :а; их, =: — В: а, въ выраженше (9) 
заключаемь, что кривая ироходитъ черезь точки А, и а,. 
Велфдетие одновначности построевя (2) мы можемъ вка- 
ль, что риземотрфнное нами построен таково, что т04- 
кам, лежащим на прямой (7), еоотабтетвують точки, ле- 
жания на сривыхъ вториго порядка (9), проходящихь через 
оевовныя точив А, 4,, 4,; соотвфтетне это взапмно одво- 
зивчяое, как 270 мидчо непосредственно изъ выражен 
{7) п (9). Приэтомъ точкам, лезиицияь на примыхь, прохо- 
дащихь черозь основных точки, соотьфтетвують точки, ле- 
жащя тавже на прамыхъ, проходищихь черенъ одну изъ 
оевовныхъ точезь, нба если надъ мёрною точкою 


ХА, т, А, ут, А, 
мы произведемь операщи (8) и (9), то получаыъ: 
т. тА, тт, Д-нт.зА,, 


ифроую точку ва прямой, проходящей черезь А,. Навоведа, 
зем точказъ на одной изъ оввовныхь прямыхь соотвфву- 
втвуегь одна и та же основная тозка, на ней ве лежащая. 

Раземотрянае нами только что, уреобразоваве есть квад- 
разное еоотьётетые плоскоети съ тремя дыйстрительныии 
мавныии точками А, А,, А.. 
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Нели вы вынолнимь такое иреобразован!е надь всъыя пря- 
мыми плоекоети, то получамь систему вефхь возможныхь 
коввчеснехь .сЗчешй, проходнщихь черезль три точки идос- 
кости; такая система коничессвхъ сфченй есть частный в. 
зай сту второй степени или иначе сыни первало ройв *), 
6$ готорой есть при бюйствлипельныя осповтыя точки, 

Нусть А =0, В-=0, С==0 суть уравненя трехь иро- 
извольныхь копнчеекнхь свчошй, тогда уравнене 


А-- 2.8 - 


в0=0 (0) 


есть общее уравневе еБти второй стешени, опредвдяемой 
тремя данными коническими ©5чешями, Если три данныя 
ховичесыя офченя проходятъ черезь одну и ту же точку 
ллоскости, то черезь нея пройдуть и вов остальпыя кривыя. 
Такая точка есть дВйствительная основная точьа сЪти. Легко 
видётр, что если прямую (7) перемйицать произвольно по 
нлосности, то мы получныь ве возможных коничесыя с%- 
чения, проходящя черезь точви 4,, 4,, М,; дВйствятельно 
прьеоединивь къ точкамь М, 4,, А, произвольный дьв 
зочки плоскоси 4, п 4, мы можемь по формул (9) 
найдти двЪ опредфленныя соозвфиственныя им точки плос- 
воети (7); поелбдия опредфлять собою иоложене прямой, 
чочки которой хосз квадратнаго преобразован дадутв зе 
точки коничеекаго сбчешя, опредфляемаго звлтыми нами 
иятьЮ точками. 

Мы привели указанное преобраловаяе зъ виду тото инте- 
реса, который ово нмфеть вв связи съ такъ называемой 
геометрией треугольника. 

Примфнимв ив выраженйо (7) точил, лежащей на прямой, 
ураипеше (5); тогда дал точки [Х]* мы получим выражен: 


(ще А, (ан, А- (6 8--5,)* А), (11) 


<) Е. А. Андреев, О теомотрилесникь зобтвфтезинхь въ ириуёнени 
въ вопросу © построен и кризыкъ дни}. Моства. 1879, Гл. ТУ, стр. 191. 
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Легко убфдиться тёыь же способом, какъ мы дфлали это 
дан выражения (9), что точка [Х]* (11) ложить на нёкоторой 
хривой вторато поралка, висанной въ треугольникь 4, 4, 4,. 

Не трудно тавже видЪть, что, если мы будемъ брать точку 
Х послВдовательно на вефхь возможныхь прямых илоско- 
ети, число которыхь ееть с2*, то мы получим воевозмож- 
лыя со* кривыхъ вторзго порядка, касающихся данных трехъ 
ли наоскоети, Совокупность вефхъ такихь кривыхь вто- 
раго порядка представляетъ собою систему кривыхъ, которую 
можно назвать клубкомь второй етепени поническиеь сченй, 
переводя словомъ клубовъ нфмецкое зыражене Зейааг, при 
этомъ степень системы соочьйтствуеть чнелу недостающихь 
параметровъ, которые необходимы для опредфлев!я отдВльной 
кривой системы. 

РаземотрВнное нами преобразоване пе обладаеть харак 
зеромъ взаимной однолначиости, ибо хотя переходъ отъ Х 
въ [Х]' однозначень, но обратный переходъ можеть дать 
ве тозьхо точку Х но м друЫ «ри точки, отаичаювуяся отъ 
Х знаками при хоэффощеатахь, стоящихь при оеноввыхь 
иБрныхь точках». Четыре точки, пыфюшия козффищенты, 
равные по абеолютной величинв, во разапчеюциеся зна- 
хами ($ 11, 1), назывеютея сопряженными относительно 
основнаго треугольника (ез ром 28600163 аи аи Фив 
41816), 

Замфтимь, что при разематривлемомь преобразована пря- 
мой, проходящей черезь .4,: 


д т, А, 


соотвътетвуеть такле прямая, проходящая через А,: 
А, та, ч-т,"А,. 


Наконець, точкамь на одной изъ основныхь прямыхь соот- 
зфтетвують точкя той же прямой, ибо 


А, + т, А, 
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преобразуется вз: 
А т," А,. 


Возьмень на нреобразуемой прамой рядъ отдфльныхь то- 
чекъ: Х,, Х,, Х,, и перемфнвую точку Х и составимъ 
зистемы производныху точекъ; 


[%. хр [хх]; [5,Х1... (12) 


Въ нослдннхь выраженихь перемвнаное чуело 2 входить 
Въ коэффищентн при основныхь ыфрныхь ТочкахЪ ЕЪ первой 
стенени, & потому каздое изъ ниуъ выражаеть рядъ точенъ 
на прямой ливуи., 


Сразвииь между собою двф системы точемь: 
[%.ХЬ ХХХ. 


Одна. врь перехфяныхь точекъ во второмъ выражены ам 
нена постоянною точкою Х, въ первомъ выражент, отчего 
тсЪ вообще точки кривой втораго порлдий [Х] изифнвлы 
свое положеше и расположились на праной 


[ХХ]. (18) 


Одна толька тачка при этомъ не мВинаа своего положены, 
имевро точка [Х,]; а потому выражен (18} есть ничто чное, 
а ‘выражене точекъ, чежащих® на касательной, проведен- 
ной въ точкб [Х.Й къ кривой втораго порядка [Х]". 

Есяи мы желаемь найти точку пересфчены двухь каса- 
тельныхъ прамыхь; 

[ЖХ] = [Х,Х, 

то общая точка этухь прамыхь есть, очевидяо, 


[хХ,.. {4 


Не трудно обнаружить, что если взять на иреобразуемой 
прямой четыре тармоничеся точки, то оё поелз иргобре- 
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зоватя по формулБ (11) обратятея 2ъ четыре гармоничесяя 
тозки привой вторато порядка. 

Замфтимь далфе, что возможно также при номощи того 
же построеня (2—8) преобразовывать всф прямыя плоской 
системы въ сиотемы привыхь я’ахо порядка. Для этого, взявъ 
[Х? ап мы подетавиыь ее пмфето Р ъъ выражеше (4), в 
хиЪето © подставимъ точку Х, Полученную точку вновь 
подетавимь въ выражен (4) я т. д. Тотдь точки прямой 


У —в)А, 
преобразуются въ точки кривой ато порядка 
Уи ВА, (15) 


нийкицей съ каждою изъ основныхь прямыхь соприкоснове- 
не порядка (#—1). 
в обозначить точкя ращонаяьной зривой (15) через 


ХУ, 06) 
74$ Х тюзка преобразуемой прямой, и вели въ операщи 


[ХХХ...Х| = [ХИ 


замфнить й разь мфрную точку Х черезь Х‚, опредзленную 
точку той же прямой, то 


Ооо (7) 


выразить с060ю кривую порядка (п — №), которая будетъ 
зыфть въ точи8 [Х,]" съ каждою пеъ основнихъ прямыхь по 
(*—№ общихь совпавшияь точек. 

Носяфлиее линейное преобразоване прамыхь плоскости, 
Сяолъно намъ извфетио, никёмъ не было указано ранфе. 

Наконецт, пря помощи получея произволныхь точень 
возможны и пруйя преобразования: тажъ наприифууь, взявъ 
два одковначио соотвфуетвенныхь ряда, одивф на пряной, & 
«другой на кразой ато порядка ин построив пронзводныя 
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точни паръ соотвфтетвенныхь точекь, мы получим рядь 19- 
чекъ на нёкоторой кривой порядка я-+1. 


$ 64. Знамыне геомстричгонае умпоженыя зъ ряду двуахь 
алгобранческохь дйстьй. 

Какв въ предыдущих глазахъ, таюбь и въ этой тлава мы 
видфаи важное звачеше геометраческато умножения вевторовь 
зь геометри мфры и геометрия положешя. а также я въ раз- 
личных» вопросахь алгебры; но значеню этого дВйетыя бу- 
деть только тогда ясно, когда мы ухажемь связь его съ че- 
ор!ей дЪйств обратвыхъ возведено въ степень. 

Обратныя дЬйетвя, вводя понят объ обобщенныхь чис- 
шахъ, требуютъ каждый разъ обобщены полях н о прямонъ 
дфНстьл: тавъ введен понямя о дробныхь часлахъ требуетт 
измнени поняття объ умноженш, введене поняты объ отри- 
пательныхь числах требуеть измфненя поняты о сложеви, 

Не трудно видёть, что вели разематривать дфйствя обрат- 
ныя геомстрическому умножению, и мь частности дЬйстые 
обратное теометрическому умножению двухь векторовъ, раз- 
вых по ллинв и взаимно перпендикулярныхь, то при этомъ 
лучше всего выясвлется 10 обстоятельство, что ионяНа о 
прямой и боковой единиц ость ташя же относятельныя по- 
нятя, какъ ив поняття о положительномь и отрицалельномь 
маправлешяхь. 

Усдовимея уеометрическое произведее лвухъ взанино пер- 
лендикузярныхь множителей 


азы =“ (Е) 
называть геометрическимъ возведенемъ въ квадратъ. 

Двйстый обратныхь геометрическому умноженно, а также 
и дЬйстый обратных геометрическому возведению въ впад- 
рать существуеть по два различныхь: одно ная отыскавы 
перваго множителя, а другое для отношешя зчораго по в0- 
радку множителя, такь какъ прямыя дБйствы не перемВоти- 
тельны. 
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Поэтому, еели ны будемъ обозначать черезъ 
у 
дЬЙстые, обратное геометрическому возведению въ квадрат, 


состоящее зъ изыскаюи первато множителя, то мы найдем, 
Уто 


Уна @) 
зыражаеть собою вегторь, образующ евоимъ движешеыь 
паощздь @*. 

Если ше мн будемь отыскивать направляющ вехторъ, 
шли, что то же, второй множитель выражен!я (3), то обо- 
это дфйетве, въ отлище отъ перваго, черелъ 


У, 


эначь 


мы будемъ изфть, что 
. 
Ум = а. (3) 


Но я& основан свойствь теометрическаго умноженя 


д потому: 


(4) 


= а. 


Чэкимъ образомь, еели разсматривать, каюр геометричест 
предезавитель &’, илощаль квадрата и если различать въ ло- 
саЪдней знаюъ площади, принимая за положительную пло- 
щадь квадрата, описанную ‘образующемь отрфовомь, дрижу- 
щимея въ опредфленную сторону, то нАть пвкавой разницы 
въ извлечени геометрическаго корня второй етепени, какъ изъ 
позожитезьнато, таъ и ивъ отрицалельнаго количества. 
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На оспованш сказаинаго заключаемь, изо зеометунческое 
умножене, заключая в5 себь обызновениое плебраическое, кака 
частный случай, обобщасть оллебраическое умноженае в5 та- 
ком снысль, что при этомз уничтожается, по существу, 
всякое разлише между извдеченаеми твафринийо корня кахь 
изв поломеииельнаяо паке и изъ отузииителыкио числа, 

$ 65. Геометрическй прелетавитель двугь сопряженных упи- 
вых, точект. 

Тени состазвныя числа в операщи надь ними имёютъ вро- 
стое конкретное истолкозаве, 10 встествевно спросить себя, 
не могуть ли конкретные представители мнязыхъ элементовъ 
въ геометри обладать такпми свойствами, которыя до иЗко- 
Торой степени могутъь отвёчать свойствяуъ дВйетвительныхь 
элементовъ. 

Съ этою цёию мы оставовамся на ззображены пары 
мнимыхь точек на плоскости. 

Еще У 215, одинъ изъ первыхь основателей теор со- 
ставныхъ чиселъ, зам тилк, что при рВшени алгебраических 
зопросовтъ, ведущихь кь опредфленно точекъь ва прямой 2я- 
вт, мъ случаВ ивииаго рёшеня выбото точекь на данной 
лрямой могуть быть разематриваемы точки лиш въ ней 
перлендивуларной, которыя вв нфъоторомь язмфненном 
зд рёшають вопросъ. Но тЪмъ не мен#е на мнимыя рё-. 
шешя въ твометры пе обрэщаютъ до сихъь поръ того 
вниманы, которое ови заслуживают. 

'Имвемъ прямоугольную састему координать съ началомъ 
въ точкй 0; тогда положене веякой точки плоскоетн можеть 
быть представхело ховцомъ веегора 


2. @) 
Пусть при эзысканым точекъ перевфченя кривой 


Да у =0 
съ пряхою 


у==ад-н-ь {2} 
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мы получили пару сопрященныхь зочекъ: 


дате зы 9, у: == == 0; 8) 


подотавимь ныраженя (3) въ выражене (1), помня, что + 
сеть -- 5; тогда получаемъ: 


т=у = я). @ 


МослБднее зыражеше предстазляеть собою (1} нару точенъ 
‘въ коорденатами: 


(и — а, р-- в), н-н9. в— 1). (5) 


Такъ кахъ при рёшени теометрическихь вопросовъ мвимыя 
точки (3) входять попарно сопряжеяними, то за вхъ геомет- 
ричесые нредставители мы будемъ считать совокуиноеть тб- 
чекъ (5); при этомъ, сядуя Лагеру *), мы будемъ раземат- 
ривать не точки (5) пъ отдёльности, & векторъ, ограначенный 
ИУЪ концами. 

Выше мы видфли ($ 7), что векторъ произвольной длины 
можеть разематризаться, киев представитель безконечио уда- 
зенвой точки краткости равной нулю; не трудно обнаружить, 
что подобный же вектору, будучи иовернуеь па 90° около своей 
средины, можеть разематривальея какъ геометрячесьй пред- 
ставитель пары сопраженнихь мримыхъ точекъ той ие пря- 
мой; къ этому мы вейчаст и перейдемъ. ЗамЁтимъ предва- 
уитеаьно, что позожене среданы и длина ралемалриваемаго 
лектора должна быть задана тёми уеловями, ва основаши 
которыхь мы получили выражев!я (3), т. е. другими словами 
лизожене п длина разематриваемаго вектора опредфляетея 
отвосительЕыиь положешемь кривой К, у) ==0 и данвой 
прямой. 

Нока намъ не дано лары точек (3), выражающихь собою 
общуя точин данной прямой съ изкоторою кривою, а дана, 


*; 2. Годиеттв. Заг Ренцуой 4ез Нпавнийеов вн вболбыче. МоцтеИез 
Аппа1о5 42 табби чаев. П зёе. ТХ Е, 1870, р. 168. 
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запримфрз, одна точка съ мнимымя координатами, до тзхь 
орз никакого вопроса объ изображены ея, каыь мнимой 
точки прямой п быть не можеть. Такую ошибку дфлаетъ, 
между прочимъ, М. Мари ть начал первато тома своей 
Тибоме @сз Фопеноюз 4ез уз ез Позатейгев. Веифдетые 
ошибки въ разсужденыхть онъ получиль тьыъ не менфе точку, 
которую очатаеть представителемь разсмагриваемой иИМЪ МНИ- 
ой точки. 


Обратимся теперь хъ изучению основныхь свойствъ лектора, 
отраниченнаго точками (5) и едужащато геометрическим» иред- 
ставителеми пары сопряженных мявммхъ точекъ прямой (3). 


Средина веитора (5) (т, р) ложиинь, очевидно, на дачной 
ирамой, такъ кавъ подставивъ въ уравнене прямой выраве- 
ни (3), мы убфждаемел, что оно удовлетворяется п при 

—т и у-=у, такь какъ мнимые члены должны  еохра- 
ЩаТЬСЯ отвльно. 

Нь основан послёдняго замВчая мы заключаемь изъ 
зыраженй (2) и (3), что 


= та, (6) 


во перенеся начало координать вв точку (1, р), мы получа- 
енъ для концопъ вештора (7) координати: 


(— 4 *), 4—*). (*) 


а потому тантенеъ утла вектора (7) съ осью а?овъ есть:-—и: 
сравнивая его съ угловымъ кооффищентомъ (6) ханной прамой, 
мы заклюзаемь, что прямая (9) м векторе (5), служений ае- 
ометримевкима представителем пары ея сопряженных мии- 
мыша почени, взаимно перпендикулярны *), 

Занмфтимь, что положене вектора (5) ни пря каномъ пре- 
образовани прямоугольныхь координаяь не мфняется, какъ 


*) Съ. сказанное въ $ 7 о представлеви ветора, какт безковечио 


удаленной иЗрной точки краткости нуля. ‹ 
14 
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зъ эзомф хегко убВдиться; доцна уаземетриваемао. вектора 
(равна З-на. 

Если же преобразовать координаты (3) и (5) въ косоуголь- 
ную систему координать, то слёдуеть ожвдать а реЮТЬ что 
подожен1е вектора (5) не будетт зависвть отъ выбора системы 
косоутояьныхь координать. Пусть координаты (3) въ нфко- 
торой восоугольной систем съ угломъ 9 выразвлиеь черезь: 


ОЕ’ -ь 27 У, р’ 4. (8) 
Еели заять точку, представляющую собою конедь вектора 
Е Пе И 


и разбить векторы я и 4% на слагаюние по направленямъ 
векторовь м’ и р’, совпадающихь съ осями координатъ, то мы 
получаеыь для хонцовъ вектора, служащего предетавителемъ 
пары сопряженвыхь мнимыхь точекъ, слёдующия выражения: 


д т’ == #09 == 46368, 
(9 


ур’ = 9090 == п’ 686. 


Не трудно убфдиться, что точни (9) суть т® же самыя, какь 
и точкя (5) дая прямоугольной свотемы координат; легко 
убЪдитьея также, что при всякомь преобразовали координат 
положен! точекъ (9) не мпяется. Мы счатали необходи- 
мныъ привести выражен е концов разематриваемато вектора 
и дия косоугольныхь координать, такх какъ велбдь за М. 
Мари иноме полагали *), что въ косоугольной систем$ коор- 
давать тозта, изображающая инамую точку (@-- &, с) 
должна быть точна съ координатами (а-н 16, с-- #4), тб 
® евыъ Мари пранямаль равнымъ единиду, 


+) Ср. 9. Суров. Объ изображеши воображавныхь точекь и 30- 
ображаемыхь праныхь ва паосвоеги. Казань, 1884. 

Слиро. © комиленономт рядф точекь. Труды отдфлешя физпческихь 
зауьь Общеетва Любителей Естествознаяя, состолщаго при Импера- 
хорскомт Московскомь Универолтеть. Т. 11, в. ИХ. Москва, 1891. 
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Тотъ выводь, которымъ пришель Мари 55 такому заклю- 
ченио, состояль въ слЗдующемъ *): М. Мари правильно дока- 
зываеть, что если 2, и 9, точЕй, служащя изображененъ 
мнимой точки 


Е=а +9, уе Я, 


то, чтобы и, и у, не зависфли отъ выбора начала коорда- 
нать, необходимо и достаточно, чтобы 


д = а $6,9); у, == ее $0,0), 


тяБ функшя ф не содержитъ. параметров @ и с. 

Данъе М. Марв преобразуеть напраллен!е осей координахь 
такимъ образомъ, чтобы уголь между новыми координатами 
быль дополнительнымь до 180% къ углу 8 между первона- 
чальнымьъ направлемемъ осей. Пря ‘этомъ онъ замфчавтъ, 
что такъ какъ у, не мВняетъ своего значешя пра произве- 
денномь преобразовати коордипать, то 
19,8) = $9, В+ 29550. 


Отсюда ошъ дфласть неправильное заключете, что функция 
аргумента В не содержить; это заключене было бы пра- 
Вильно, вели бы ф (9) сама не заключада въ 660% угла 0 **). 

8 66. Геометричееке представителю млимыхт, точек, нереоф- 
чеюя окружиоети ст прлиею динуей у двух окружностей между 
-вобою. 

Имфемъ окружвость круга еъ центромъ въ началв прамо- 
угольныхь коордиватъ: 


(1) 


у = 


*} М. Мане. ТЬбоме 405 Гоисйопз 408 удЧаМея низойвайгоя, Г РатЫе, 
Фагв, 1874. 

**) Эть ошибка М. Мари мвою была указана на УП съфзд® Рубскяхь 
Еостезхвоисиытателей и Врачей. Засфдане 30 декабря 1889 т, Труды 
члзла. Оти. 1, стр. 16, 
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и праную 
& =. {2} 


Если во>и, то послфавая пересЪкаеть окружноеть груга (1) 
въ двухь манмыхь точнахь: 


деи, ДУ — 


Носяёднаяя пара точекъ согяаено формуламъ (3) и (5), изо- 
браваегся вехторомт, имфЮЩимЪ конвы въ точкахь еъ коор- 
динатами: 


((— У, 0) ау, 0). . 


Пусть первая точка М и вторая М”, обозначимь начало 
нашихь координать черезь 0; тогда (3) 


ОМ, ОМ" == 


(4) 


послфднее уравнене поназываезь, что концы вектора (3) ле- 
жать на раёуст, перпендигулярнома иг данной прямой (3), 
4 ма онруженоети, перпендинулярной ко данной окружности 
(1) и имьющей центр на прамой (8). 

Еели пряшую (2), оставляя параллельной ови у, прибан- 
щать ш5 данной окружности, то точки М в М’, обтаванеь 
ча прямой 20” будуть (4) 0б8 приближаться ко довной 
прямой, и сольются съ нею въ тоть моменть, когда ова 
сдблается касательной кв данной окружности. Если же пря- 
ную В удалять отф окружность, оствяляя ее параллельной 
осн у, то одва изъ точекъ будеть приближаться иъ центру 
хруга, & другая удаляться въ безконечность. 

Если данную прямую (2) вращать около одной изъ ез ко- 
печныхь точекь С, то изъ выражений (1,2, 4) слбхуетъ, что пока 
прямая (2) лересъкаеть окружность, дйствительныя точки пе- 
реебчешя движутся но этой поел дней; вогда же она не пере- 
ефкаетъ ее болфе, то концы зектора, служащаго изображенемь 
ивяныхь точеюь переефченя (4), движутея по окружности, 
инфющей центр въ 7098 Си пернендикулярной къ дан- 


ной окружности {1}. При этомъ квадрать касательной лини 
изъ точки С’иъ данной огружности (1} равняется пропове- 
дению ея разстояюй оть дЪйствительныхь точекъ пересфчеви 
или же оть концовъ векторовь, слушащихь изображеняни 
ннимыхь точекъ переофченя. 

Не трудно доказать также, что зеометрическй предетиеи- 
зиель пары мнимысь точенз перестчейя двужб опружностей 
есть семторъ, совподмощией св лишей изу центровв в ции 
концы на произвольной окрумености, перпендикулярной п 
даннымь окружностяимь, 

Икремь уразненя двухь окружностей: 


ину вн (5) 
ослЪдшя два уравнезя для 
Эрин, ла 0 У—Ф 
даютт, нару мичмыхь рышенй: 
дату а (8) 


тАЖ для сокращешя мм полагайиь в == (9-5 7—9, "): 90. 
Найдя концы вектора, изображающаго собою точен ($), 
имренмт: 


0) {7} 


Сравнивая (7) п (3) завлючаень, что тотъ же вевторь (7) ны- 
ражаеть собою мнимыя точки пересфчешя прямой 


(т — ут, 0), (и ум 


шт (8) 


еъ первою изъ данныхъ окружностей. 
Итакъ окружности (5) и прямая (8) имВютъ общ хпимия 
точея пересфченя (6), изображаемыя вентороме (7). 
Прямая (5) есть ‘чдедльная слицицая ниихь пруговъ: 
касательных, проведенныя изъ любой точки прямой (8) к 
окружноетямъ (5), раввм. Привявь одну изъ пасательныхь 
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за рамуеь и описзеъ окружность С, перпендикулярную къ 
окружностям» (5), мы найденъ точки (7) пересченн про- 
зеденной окружвости съ лишей центрозъ окружностей {5). 
Точки (7) ямБють особенно важное зпачен!е при изучения 
системъ окружностей и названы Понселе иредьлеными точками 
ируз0е8; он джлять гармонически даметры объихь окруж- 
востей (4), а разстояще между ными иззывается длиною иде- 
альной сЪкущей *}. 

Проведя кромЪ данныхь окружностей (5) третью окруж- 
ность, низютую дентръ на лиши зхъ центровъ и першен- 
дикуляркую вуйсгь съ нимя БЪ одной и той же окружноети 
С, вы заключаемь, что и она пройдеть черезь точки {6}. 

"Такимь образомь, обозначая точки (7) М н М’, мы зожемь 
сказаль, что, если мы ныфемъ пузокъ Екруговъ, проходящих 
черезь наяхъ, то всф окружности, перпвидикулярамя къ нимъ, 
составляють собою другой пучовт, круговъ, имЪющихь общую 
идеальную сЗкущую, совпадмощую съ пернендикуляромъ, воз- 


ставленнымь къ средияЁ ЛМ’, причемь геометрическимь 


преяставателомь маимыхь точеюь ихъ пересёчени служить 
векторь ММ. Итакъ точки М, М’ суть ини дВИствительныя 
точки пересфченшя окружностей перзаго пучка, или концы век- 
торов, служащихь геометраческими прелставятелями мяя- 
мыхь точеыь пересфчевя окружностей зтораго пучка. Нако- 
нець, онё прянадлежамь второму пучку п кавь его дЪйстви- 
тельные элементы, а именно какь предЗлы окружностей без- 
конечно малаго ражуса. 

Два пучка груговь, изъ которыхь первый ныфеть данную 
прямую МЛМ” общей дЬйствительной хордой, а зторой ту 
же прямую геометрачоскимь представателемь общей вдеаль- 
ной хорды, позволяютв положене всякой точки плоскости 


Х ошредёять отношешемь двухь векторовь ©ъ началами 
Мн м 


*) Н. Нада. (С. 1, стр. 86), говорить, что оть предполаталь дать 
0 второмт томф, ив вытедшемт за смертно автора, „дъйстаминельнае 
построене мнимых, точень неросфченя лотхь врутовъ“. 
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в -=4.6 = МХ : МХ, (9) 


ря этомь, давая въ выражен (9) ф частное значене и @ 
разежатривая перем нныиъ, мы получим опредфленлую окруж- 
зость перваго пучка, а положив @ постоянныйъ при пере- 
мзяномь $, мы получаыъ опроедфленную окружность втораго 
пучна, перлевдикузярнато къ первому пучку. Въ пересвченя 
этихъ двухъ окружностей и левить точка Х {9}. 

Если взять дьф плоскости и опредВлять положеше пару 
точекь ва перзой и второй изь нихь соотвЪтетвенно но- 
мощно отношевй а, х (9), то, связавъ точый обфахь ся- 
стемь уравнешехь 


(10) 


мы подучимъ, очевидно, такое соотафтстве плоскостей, пра 
которомъ сложныя отнотевы четырехь соотвЬтетвенныхь 
лочекь плоскостей ($ 22) равны между собою, т.е. мы 
возвратимся хъ круговому соотвётетвю Мебусв “). 
Замфтимь дадве, что пучокъь окружностей, проходядехъ 
черезь М, М’, нахфчаеть на лини ихф центров» инводющно 
съ мнимыми двойвыми точками, причень М и М” являются 
по своймь свойствам аналогичными дЪйствительнымть двой- 
нымъ точкамъ. Пучокь же перпендикулярных окружностей 
намвчаеть на ММ” внволюциюо, для которой тВ же точки М 
я М’ служать дЪйсявительными двойнмии точками. 
Указанное заслуживаеть особаго внимашя потому, что 
позволяеть соединить въ одво цфлое способы, предложенные 
Ш таудтонь и Лакеррожь для изображешя мнимыхъ точекъ. 
‚А лиенно Штаудть предложиль дяя изображеня мнимыхъ 
зочекь пересбченя прямой лийи съ привою разсматривать 
инволтощю, нам чаемую на прямой лини парами сопряженвихь 


*) Ср. Спиро. О комилекепомъ радф точекь. Труды отдфлешя физи- 
чевлихь наукт 06. Люб. Вот. Т. ИЛ, п. Ш. Мосвва, 1891. Оовокуи- 
повть вефхь точешъ плоскости, опредвдяемихь координатами (8), Спиро 
зоветь номплеконымт ряломъ точекъ ио апаломи съ точками прямой, 
упредфяяемыхи дфПотвитезьными эвачешяин о, 
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точезь (изъ хоторыхь ‘одна точка есть полюсъ, а другая точка 
полары). Если 35 Изображене мнимыхь двойннхъь элементов 
такой эволющи принять тв сдинственныя точки Ми М’, изъ 
хоторыхь пары инволющюнно вопряженныхь точекь видЕм 
подъ прямыми углами, то векторъ 1614” будетъ служить въ 
то же время геомегрическииь предотавителемь мнимых 10- 
чекъ прямой, по епособу изломенному нами, который вов- 
падаеть съ способомь Лагерра н къ которому послдяй 
пришель из основазИн совсвыъ иныхь соображенй, 

Въ заключеше замётимъ, что если бы мы построили век- 
торь, изображающий в0обою пару мнимыхъ точень прикоено- 
вев!я касательнихь, проведенныхь къ окружности изъ точки 
А, лежащей внутри ез, 10 тот же векторъ, какъ въ томъ 
легко убЪдитьея, предетавиль бы собою изображения ннямыхъ 
точекь персезченя похиры точки 4 съ давною окружностью. 


$ 67. Теоря зоно-ноиельныхь кравыхъ втораго порядка, въ 
связи &> вопровомь объ изображешн мнимихь точеку кояиче- 
бкихь ебчени. 

Начненъ еъ разобравнаго пами выше случая пересвченя 
окружности еь прямою. По формулВ (3) предылущаго пзра- 
графа мнимых точны пересёченя круга 


и прямой 


ззображаютея зекторомь, ковцы котораго вмёюгт коорди- 
натами: 


@- ут, 0), аку, 0), (3) 


причемь дяипа идеальной сВкущей ($ 65) равна 2у/а’— + 
даина эта откладываеген по лини, перпендикуляоной къ 
прямой (2), тажимъ образом, что точка (@, 0) прямой 
{2} является срединою отрфека, равнаго по дливЪ 2/42". 
СовиВстимь посдВдй отрЪзокь, повервувъ его на 90° ло 
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вовпадея съ прямою (2). НослЁднее обетоятельство озна- 
заеть слфдующее: при данном» положен прямой (2} точки 
ея пересбчешы съ овружностьо (1) мнимы, велфхетые чего 
разетояне между ними пришлось изображать прамою, пер- 
пендикулярною №5 прямой (2), повернувв посафдаюю на 90°, 
мы ТРыь вамыуь замзинли геометрическй представитель 
разстоявя пары маймыхъ точеьь разстоящем» пары дВЙствеЕ- 
тезьвыхь точекъ +0й же прямой; послЬдья можно разематри- 
вать, какъ точки пересфчешя той же праной (2) съ нВкото- 
рою кривою, озличною 01% кривой (1). 

Будемь разематриваль зь выражен (2) & за неремфнный 
пораметръ, тогда исюиочивь изъ уравненй 


Бу -=ув 


нараметрь @, им получаемь: 


фу =а. (4) 


ПоезЪднее и есть уравнеше разносторонней гиперболы. во- 
торая ла сиетемб прямыхь 


#=@ 


памфчаеть хорды, цзъ которыхь кмкдал равна длин В вевтоуа, 

слузкащаго геометрическимъ представятеленъ идеальной хорлы 

пересфчены тбхь же прямыхь съ окружностью (1) *). 
Вообще, если мы имфемъ кривую втораго порядка: 


=1, 6) 


т 


пересёченную системою параллельныхь прямыхь 2% и 
если общуя точки кривой (5} еъ прямою # == т, выражаются 
координатами: 


*) Пользульв еповобомт построен предстазителой иделльныхя, хордъ 
круга, уназапиыио вт предылущемъ наратраф, вожво обратно, нозер- 
нувю ихъ па 907, построит точки равносторонией ткпорболы (4), 
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Фа = ИЫ; ура 5 5, (6) 


причемь ® есть длина половины вектора, служащего геометри- 
ческимь продставитолем» идеальной хорды, то замфвивь въ 
уравневи (5) у черезь #/, мы помучимь: 


(7) 


кривую, которая относительно кривой (5) зоветея допоани- 
зиельною; изйствительныя хорды пересфчевя кривой (7) съ 
систеною прямыхь # == равны геометрическим» предета- 
зителамъ идеальныхь хордь кривой (5), повернутым» на 90° 
относлтельно ихъ прежняго положеня, и обратно, 

Допознительныя другъ къ другу вривыя суть одлинеь и 
тнпербола съ общимь дептромъ и равными полуосями. Что 
каслется параболы, то уравнешя дополнительныхь кривыхъ 
суть: " - 


у = р, у == — 2х; 


016 06$ суть параболы, повернутыя въ протявоположныя 
стороны отвосительно оси у. 

Построен! геометричееквхь представителей идеальныхь 
хордь, а слфдовательно и инамыхь точекь перосёчешя двухъ 
различныхь вривыхъ втораго порядка на основант указан- 
яыхх свойетьь домолнятельныхь хривыхъ вторзго порядка 
весьма просто. 

На основани оказанияго в5 отомъ и предыдущем пара- 
трафахъ мы видимъ, что вообще мнимыя облия точки кривыхь 
съ прамыми и кравыхъь межлу 60000 выражаются векторомъ, 
перпендикулярнымь къ прямой, хонцы котораго не лежать 
на разематриваемой вривой. 

$ 63, Кразкое обоз ю водержанит статьи и заключеще, 

Въ Ввду того, что рЪ систематическомъ изложен, данном 


нами выше, нёкоторыя частности могли отвлекать внимане 
читателя отъ общей идел, развивасмой эъ нашемъ трудз; мы 
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считаемь необходимымъ вкратдь резюмвровать полученные 
результаты. 

Еромф обычныхь алгебраическихь дЬйств надъ лекторами 
нами '‘разсмотрфны были два дЬйстви, а именно умножение 


геометрическое @,з6 у = афзя(ф — 9) 
я дополнительное — @,56, = 4508(ф — 9). 


Величипн, которыя разсиатриваяиеь нами, были сдфлующия: 


Величины перваго порядка: 


1. 4- мюрная точка, или иначе векторъ, заданный #040- 
жендемь его конца и имвющ произвольное начало и на- 
правлен!е; въ случа системы мёрныхь точекь произвольное 
начало векторовъ, ихъ выражахющихь, у всёхъ должно быть 
общее *). 

2. (В—4) — вектор, т. в. прямая опредзленкой дляны и 
направяеня, векторъ, не м6ная своего значешя, можеть пе- 
ремъщаться вдоль прямой или параллельно самому себ%, 


Величиня втораго порядел: 


3, (4+8) — мюрная часть прямой, т, в. прямая опредЁ- 
ленной длины и положеня; мФрная часть праной, не мзнял 
своего значения, можеть перемфщалься лолько вдоль прямой 
лини. 

4. (В 4)*(С—4)==(ВьОч- Ок А-- 4» В) — мюрная площадь, 
вначе конечная плошаль опредфленнаго наиравлешя. Нели- 
чина эта по своныф свойствамъ не отличается оть ведтора 
и можеть имъ замфнятьея, 


Величины третьяго порядка: 


5. (.4»ВьО) — мирная часть плосности, т. в, вонечвая 
паощадь опредфленнаго Яюложеня въ пространств; мфрная 


* Тазать Меоушз и Ермаковь обозначаютт, иногда также векторы 
одною буквою, но это обозначене векторов» не совиздае'"ь съ нациеут,. 


часть плоскости, ве мная своего сначешя, можеть только 
перемВщаться по своей плоскости. 


6 (В 4) {0—4 А-В б.р 
-! 4*В»С)—мьрный обземь. 


Величина четвертаго порядка: 
7. (А»В»С» 1) мирная часть пространетва. 


ПослВдыш дв величины, ме мёняя своего зиаченя, могуть 
произвольно перемфщатьея лъ пространетн трехъ изыфренй 
п но существу ничёмъ не различаются, подобно тому, кажъ 
не различаются по своим свойствамъ на одноН и зой же 
плоскости мфрныя: площадь и часть плоскоети. 

Сложеше мВрныхь точеюь соотвЪтехвуеть въ механикВ 
сложенно массъ; сложеше векторовъ — слажению силь. Сло- 
еше величинъ выслихт порядновь сводятся, посл® выноса 2: 
скойку общихъ множителей, къ слощенно мЁЕрныхь точекъ 
ли вехторовь; при этомъ сложене: величинъ 2 пли величинъ 
3 ва прямой, величань 4 илк 5 на плоскоети, величинъ 6 
иди 7 въ проетраяствв вичвиъ не отличается оть сложеня 
дЬйствительныхь чисел. 


Могутв еглалыватьея между собою и различныя величины 
одного и того же порядий, причемъ сумма величинъ перваго 
порядка есть вообще мЪфрнал точка; сумма величин вгорато 
порядка ин плоскости есть мфрная часть прямой; въ про- 
странств% же сумма двухь м8рныхъь прямыхь или сумма 
уифрной прямой я изпной площади вообще не могуть быть 
замфвены одною величиной, но первая суима можеть быть 
преобразована на вторую и обратяо. 

Въ пространетвв трехъ изифренй вумма величинь третьяго 
зоряднь сеть вообще ыЪрная чаеть плоскости. 

Величины: 2, 4, 6 суть соотвфтотвенно разности паръ. ве- 
дичянъ: 1, 8, 5, когда уменьшаемое и зычитаемое имбють 
фавныя абеолютныя величины н энакх». 
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Прибавлее воличннъ 2, 4, 6 соотвественно къ величие 
ламь 1, 8, 5 въ томъ случеЪ, когда оно выполняется, соот- 
вфтетвуеть поступательяому перемфщелю этихь нослфдних. 
Зеличины (1—7) моруть быть послфдовательно получены 
Чакимв образомъ. 

Стима двухъ ибрныхь точекь веть вообще опредфланная 
мБрная точна плоскости. Ееля коэффиощенты обояхь едагае- 
мыхь равны по велияннф и противоположны по энаву и 
мфрныя точки не совпалають при этомъ по положению, то 
мы подучаемь венторь опредфленной длины и направлены. 
бумыв нфсколькихь векторовъ сеть вообще опредленный 
зевторъ пространства, который вв частномь случа® можеть 
обрияцалься в пуль. 

Геометрическое произведеше мфрноН точки или же вертора 
за ифрную точку даетр прямую опредзленной длины и поло- 
женя-ифрную часть прямой. Сумма офбекольних® мЪрныхо 
частей прямыхь плоскости ееть вообще опредфленная эфр- 
пая часть прямой той же пичоекости. Боли суниа векторовъ, 
совпадающихь по длин и направлено съ скаядываемыхй 
мфрными чаетяый прямыхь, равна нулю, то при этомъ мотуть 
быть два случая: во-первыхь, осли вез мЪрныйя части ира- 
мыхь принадлежал, одной в той ме прямой, тогда между 
хекторами и между изрными застннй прямыхь существуеть 
числовое соотношение; во-вторихь, если м®рныя прямыя не 
принадлежать одной и той же прямой, тотда елагавиме век- 
хоры ограничивают собою ифкоторую опредфленную часть 
плоскости, а сумма разсматрилаемыхь фрпыхь упетей пря- 
ммхь выраяасть собою удвоевную мфрную площаль, ограни- 
ченную тВыф же контуромъ п есть величина опрезфленнаго 
паправлешя въ простраяетв.. 

Геометрическое произведете мфрной площади на м#рлую 
точку есть ыфрная часть паоскоети, имфющал опредёленное 
позожете въ простраяств®. Сумма итеколькахь ыфуныхь 
частей плоскостей вообще есть опредфленная мФрндл чость 
плоскости. Нели векторная сумма мёраыхь площадей, пы}- 
ющихъ одинановыя величины и направленя съ слагаемымог 
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мфриыми частями плоскостей, обращается въ вуль, 10. при 
этомъ могуть быть два случая: во-первыхт, когда слагзеныя 
лежать на одной плоскости, то между ними существуеть 
числовое соотношен!е, во-втормхь, когда они ив лежеть въ 
одной плоскости, тотда площади слагаемыя ограричивають 
собою опредфленкый объемъ, причемъ сумма весторовъ норма 
дей, измфряюлуихея тфыи же чисзами, кагъ и ифраыя площади, 
обращаете въ нуль; въ ноедфдоемь случа сумма разематри- 
зремнхъ. мфрвыхеь частей пхоскостей выражает» собою шести» 
кратный мфриый объемъ, ограначенный тою же поверхностью. 

Наконедт, геометрическое произведене м5рнаго объема нь 
уфрную точку есть мфрная часть пространства. 

Занфтимть, что векторъ, мВриал площадь и мбрный объемь 
могутъ разснатриваться соотвфтственно кавъ представители: 
безконечно удаленной мфрной точки кратности нуля, безко- 
нечно удалевной мфрной части прямой, которой длина равна 
нуло, и безконечно удаленной мФрной части плоскости, ке- 
торой величина обратилась въ нуль. 


Алгебранческия дЁйствя надъ векторами позволяют» намъ 
зопроеы, касающееся положеня и направлевя пространетвен- 
НЫхЪ величин, & также метрическихь соотношенй между 
влми, решать прл помощи вычислена. Между прочим, раз- 
смотре сумиъ м5рнихь точекъ и векторовь даетъь намь 
методь Барицентрическато Исчислевня Меёбуса, а р5шене 
зокторныхь уравненй и изсаёдовая!е их слойстьь даетъ 
мотодъь Теори Энвиполнепць Беалавитиеа. При этомъ заслу- 
кизаеть ввииаля то обстоятельство, что если существуеть 
31610806 соотвошеше для вфхоторыхь пространетвевныхь 
зелнчину, то при переходахь оть точеть одной п ч0й же 
прямой къ точкамъ плоскости, или же оть точень одной к 
той же плоскости въ точкамъ пространства чкеловыя ©001- 
тотонм обращаются въ пекторния, причемь изелЗдовае 
свойелвь послбднихь намь мометь открывать различныя сзоГ.- 
ства позожони к мФфры пространственлыхь формъ. При по- 
мощи опера алгебры некторовь ве трудно также распро- 
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странять вопроеы, относяш!еея &ъ плоекой геометруи иоло- 
мешя и мбры, на зеометрио просеравства. 

Въ настозшей статьВ ыы омЁли въ виду главнымь образомь 
показать ва простьйшихь примфражь значеше раземотръ=- 
выхь нами мегодовъ, приэтомь мы обтавляли въ сторонв 
вкоторыя изь питересвыхь приложен как теорж Экви- 
полясниь, такъ и теорйи векторовъ вообще, въ тВхъ случалкъ, 
когда мы находили, что выбранныхь нами примфровъ доста 
точно для характеристика метода. Нкоторые лзъ выводов 
получевы нами впейзые; этя выводы мы ие считала себя 
впразВ опускать, такова бы не была яхь относительная па- 
узная цфьзость, пбо они намъ казались нзаболёе характе- 
ристическимн для излатаемыхь методовъ, Читателей, которым 
интересно было бы познакомиться съ иными приложенами 
разсматриваемыхь метоловт, мы отемлаемь ю5 цитируемки 
нами трудамъ. 

Очитлемь необходимымь перетислить вамифйние резузьтати, 
полученные нами при изучен свойствъ геометрическаго *) 
п дополнятельнаго умноженй. 

Геометрическое умвожеше отличается отъ ангобраическиго 
унвожея пекторовъ свойствами: 


в, 50; дм — Бри. 


Въ случиВ геометрическаго произведеня двухъ перпендику- 
зарныхь векторозь, резузьтать этого иБйетия совпадаеть съ 
злгебралческим»ь произведешемь, Это обетоятельство иозно+ 
зяетъ намь, при помощи раззожемя множителей по ванра- 
влешямъ взапмно перпендикуларнымь, переходить отъ гео- 
метрическато къ алгебраическому произведенно; при этомь 
необходимо бызаеть предварительно множитени расположить 
въ одвоббразномъ порядиз, помфетевъ лервымь миожителемь 


*) Геометрическое унпожене Грасеманъ зоветь вивиииьие, а дополии- 
зельное онутремиины Резаль, а за нимф Сомовь наше дополительнов 
умвожене зовуть зролиримеекмь, 
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зекторъ одного и чото же направлешя. Умвожен!е это безъ 
труда распространяется на какое угодно число множителей. 

Ески дано положеше кбекольнихь мфрнихь точекъ, какъ 
вухма ндкоторыхь четнрехь осповных» мёримхь точекь съ 
подлежащими коэффащентами, то, перемвоживь эта мёрвыя 
точки по дв и по три, мы выразниь послФдовательно м5рныя 
части ирямыкь п мФрныя чаети пхоеюостей, ограниченныхь 
множителями, какъ суммы соотвётезтвенныхь пеличияъ, опре- 
дбаяемыхь освозными ‘точнами. Перемвоживь четыре изъ 
денннхь мБрныхь точект, мы найдемь отношене объема 
тетраедра къ основному тетравдру. Обратный переход» оть 
фориуль между велячинами высшато порядка къ формулам 
между величинами нязиаго порядка совершается пря помощи 
того жъ самаго дёйстыя. Прп этомв ифкоторыя части про- 
взведевя выдёляютея въ видВ числовыхь коэффищентове. ° 
Такты, при умноженш на плоекости могузь выдфаяться ВЪ 
внд& чпеловаго множителя мфрныял части илоскости, а при 
умвожени въ проетранств: какь мфрвые объемы, тазь п 
изрныя части проетринства *). 

Вообще геометрическое умвожеше позволяеть от» урав- 
ненй, выражающих собою положеше простравственныхь 
зеличинт, переходить къ векторным, а затыъ къ число- 
зыиъ. Формулы, выражаемыя геометрическими пронзведенами, 
легко переводятся на любыя системы коорданатъ. 

Геометрическое умномеше сумиъ пространственныхь зели- 
чииь совпадать св исчисленемт детерирнантовь; большин- 
ство свойствь послфднихь нолучають при этомь нагандное 
конкретное голковане. 


*) Вошш въ формулахь 4*+В+0, АжВ»О»Р разематривать мфрную 
точну А, какь милую точку прямой или плоскости п выражать ее 
помощю вевтора ($ 65), перпондивуляроаго соотвфтетвенно хъ ВОн 
3302, ло мы можемъ поелфдвая велизипы выдфаять вр вид? чнеховыхь 
чножителей при векторах. Раввымъ образомъ, сотласно $ 45, можно 
в5 формутя А»Вё0О%«Д выдьаять зъ вилф числового ивожнтела 480) 
дри крадчайнемразстоям можлу векторами 4В м СР (послбднее мож- 
но считать геометричесвимъ предезавителемь пхь мнимой точки иере- 
сфзевуя). 
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Если мы имфемъ цёлую ратональлую фуякцио векторовъ, 
содержащую въ еб опредёненные израчетры, то, тазъ 
хакь произведене векторовъ и „лобал степень вектора есть 
также веткоръ, фунтиия эти можеть быт» сведена къ фунеги 
перзой степеня относительно векторов®, въ нев входящихъ. 
Послёдше мотуть быть замфнонм развоетлыи ибрныхъ точект, 
совпадающихт съ концами векторов. Итак, общий вадь ц8- 
лой рашональной фуньцш векторовь можеть быть сдфдующ: 


Ка, в. вл, В... Х» а) 


ТД а, 6,... а поетояпные и перемфаные параметры, входя- 
пе въ произвольной степени, п г А, В,.. Х мфрных 
точки, входящий только въ первой степени; вфкоторыя. изъ 
нихъ постоянны, & нЪкоторыя перемвнны по положентю, 

Если выражение (1) умножать посафдовательно на ифрныя 
точки К, Г, М, то мы получамь выбсто системы мфраыхь 
точект, зыражаемыхь черезь {, поелбдовательно системи 
мЬрныху частей прямыхь, частей плоскостей и объемов. 

Если бы мы пожелали угнать, вайя изв ифрныхь точень 
(1) лежать на дазаой прямой КД, пли ва данной плоскости 
ЕГМ, тогда, умножявь геометрически выражение (1) на К+Ё, 
ии К» М, мы должаы приравнять нулю полученлыя выра- 
жены, и изъ нихъ опредфлить значеюя параметровь, 001 
зВтетвуюния искомымь общимь зочкаиъ. 

Если бы мы иыфши ыфекольцо фувющй вида (1), или же 
фунюий, полученныхь изъ нея помощью геометрического 
умножения на ифрныя точки, то мы можемъ нхъ также пере- 
мноить. геометрически, причемъ изсзфдоване полученныхь 
зыражен!й не собтавлиеть никакоо затруднения. 

Указанные премы вычислешя примфнаются съ большимъ 
удобетвомь къ выводу вефхь теоремъ Высшей Геометруи, 
причень теоремы эти фориулируютея в5 выраженяхь, кото- 
рыя содержать въ себЪ пелючительно обозначеня твхх 
точехь и прямыхт, которыл зходять въ соозвётетвующее 
построеже. Выражещя эти легко переводятея въ уравпеня 


аналитической теомезтриы какъ въ одвородныхь такф и в 
прямоугольных» системахь координатт. 

Геометрическое умножене позволяеть въ крайне простых, 
формузахь выражать любое построеже перваго порядка. Пра 
помощи указаннато вамн привципа развития построевй можно 
изъ простыхь формузь выводить цблый рядь теореме. Мы 
огранизились указашемъ системы теоремъ относительно ири- 
выхз лин! и поверхностей втораго порядка. 

Что касается дополнательийго умноженыя *), которое обра- 
шавтся въ алгебринческое дил геометрическихь величин 
одного и того же направлены, то ово служить по преныу- 
ществу для изысканы метрическихь соотношев! между ве- 
дичинами различного паправлеки, еела межлу ивыя дано 
линейное векторное соотношенуе. Умножене детермплавтовъь 
соотафтетвуеть пахожиенио дополнительнаго провлведен 
двухъ пространствепныхь зелачинь; поэтому, если детерин- 
нанты зыражають собою величины яянвнещато порядва, то 
ихъ умножене совпадаеть еЪ алтебралчесьимь умноженемь 
чиселтъ, изм ряющихь разематриваемыя педичивы; еслю же 
детерминанты выранимоть евобою геометрачесыя зеличины 
разничнаго направлены, 70 ихъ произведене отлизается отъ 
знеебранческаго маожнтелемь, равным лосявусу угла мезду 
направленными множителей, 

Вообще, какъ въ геометри положен преобладающее лна- 
чене пранадлежить геомегрическому умножев!ю, терь допол- 
нительное умножен!е имфеть ишроков примфвев!е въ геометри 
мЪры, 

Въ механикв дополнительное умножев!е таже, какь в гео- 
метрическое, способно имфть опредфленные конкретные 
представители. 

06а: разсмотрённыя умноженя входят, какъ составных 
операщя (скеларная п векторная), въ чеорпо зватернюновъ 
Гамильтона. Но въ квачершенаяь геометричеекое и долол- 


*) Первоначально мы предионегали назызать дополвительное умно- 
жене числовым, 
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нитедьное умвожешя переходять одно въ другое: такъ ске- 
ларъ 0т5 произведешя друхь векторовь совпадать по чи- 
словой велачин® съ налиимь дополиичельнымь провзведенемъ, 
а скеларъ отъ произведешя трехь векторовъ съ геометриче- 
свямъ произведещент тЪхв же векторовт, Такое соединен!е 
двухь, совершенно различных по существу, операдй, по 
нашему маЪи!о, значительно зазрудизеть язображеще гва- 
тернонныхь операщй. Для примвра сраваиымь вывод фор- 
`мулы сферизеской тригонометрии: 


36 == 680086 -+ 81451063В, 


давный нами въ конц} $ 52, съ выводомЪ ея же па языкВ 
хватериюнов». Поли обозначать, казъ принято, черезь 7— 
тенсорт, черезь Г`—версоръ, черезь б--сшеларъь и через 
У—вевгорь, то для вывода указанной формулы веобходимо *) 
сравнить дзЪ формулы нечислешя кватернововт: 


8 РВ 7Зу == ТРУ ТРВНЯ. ПУЗВ ОУЗ, 
8 Рав УВу = — 58 681 -н В" 5, 


правуюъ въ нихь а, В, у за единоци-вевторы, проведеняые 
изъ центра сферы; при атом стёдуеть принять зо вняман!е, 
Что, по существу, вашь выводф есть точная передача содер- 
мавы формужь, только что приведенвыхь нами. 

Въ заключено замфтимь, что область приложенй указан- 
ных нами операций весьма обшерна; олёдуеть думать, что 
методм, раземотрёнвые нами, помимо приложенй къ гео- 
метри и механииВ способны одинаково прилагаться в #Ъ 
другихь отиблахь маземаливн. 


*) Тай. Тхайё Явщещаше ев Сцшегиоцв. Ттадой раг 6. Бал. 
Рамв, 1382. Р. Г, р. 116. 


